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單元 1

數列與單變數函數的極限

1.1 確界原理

定義 1.1.1 設 S 為 R 的非空子集, r ∈ R,

(1) 若 s ∈ S, 均有 r ≥ s, 則稱 r 為 S 的上界.

(2) 若 s ∈ S, 均有 r ≤ s, 則稱 r 為 S 的下界.

(3) 若 r 是 S 的上界且 r ∈ S, 則稱 r 為 S 的最大元, 記作 maxS.

(4) 若 r 是 S 的下界且 r ∈ S, 則稱 r 為 S 的最小元, 記作 minS.

(5) 若 r = min{u ∈ R : u是S的上界 }, 則稱 r 為 S 的最小上界或上確界, 記作 supS 或 lubS.

(6) 若 r = max{u ∈ R : u是S的下界 }, 則稱 r 為 S 的最大下界或下確界, 記作 infS 或 glbS.

註記 1.1.2 關於上、下界的術語, 我們有以下約定:

(1) 任一實數都是空集合 ∅ 的上、下界.

(2) 我們以 supS = +∞及 infS = −∞分別表示 S 沒有上、下界,此時我們說 supS = +∞及 infS = −∞
不存在.

(3) 若 S 的上界 (相應地, 下界) 存在, 則稱 S 上有界 (相應地, 下有界), 否則稱為上無界 (相應地, 下無界).

公理 1.1.3 (確界原理 (上確界的存在性) ; 完備公設) 實數的所有上有界的非空子集必有上確界.

註記 1.1.4 事實上, 實數系有六個基本原理互相等價:

確界原理 ⇐⇒ 單調有界收斂準則 ⇐⇒ Cantor 區間套定理

⇐⇒ Bolzano-Weierstrass 定理 ⇐⇒ Cauchy 收斂定理 ⇐⇒ Heine-Borel 有限覆蓋定理

例 1.1.5 一些集合的上界:

(1) sup(−∞, 0) = 0, sup(−∞, 0] = 0;

(2) sup(−4,−1) = −1, sup(−4,−1] = −1;

(3) sup{1/2, 2/3, 3/4, . . . , n/(n+ 1), . . .} = 1;

(4) sup{−1/2,−1/8,−1/27, . . . ,−1/n3, . . .} = 0;
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(5) sup{x : x2 < 3} = sup{x : −
√
3 < x <

√
3} =

√
3;

(6) 對於以十進制表示的小數 b = 0.b1b2b3 · · · , 我們有 b = sup{0.b1, 0.b1b2, 0.b1b2b3, . . .}.

定理 1.1.6 (最小上界的逼近性) 若 M = supS 且 ε > 0, 則存在 s ∈ S 使 M − ε < s ≤M .

證明 令 ε > 0, 由於 M 是 S 的上界, 那麼 s ≤M 對於所有 s ∈ S 恆成立. 採矛盾法, 假設不存在 s ∈ S 使

s > M − ε, 則對所有 x ∈ S, 必有 x ≤M − ε, 即 M − ε 是 S 的上界. 但 M − ε < M , 這與 M 是 S 的最小

上界矛盾, 故原命題成立.

定理 1.1.7 (確界原理 (下确界) ) 實數的所有下有界的非空子集必有下确界.

證明 設 S 非空且有下界 k, 即對所有 s ∈ S, 都有 k ≤ s, 則 ∀ s ∈ S,−s ≤ −k, 亦即 −k 是集合
−S = {−s : s ∈ S} 的上界. 由最小上界的存在性 (確界原理; 公理 1.1.3), 可知 −S 有上確界, 記作 m, 即對
所有 s ∈ S, 都有 −s ≤ m, 由此可得對所有 s ∈ S, 都有 −m ≤ s, 故 −m 是 S 的下界. 我們宣稱 −m 就是 S

的下确界. 如果不是, 存在 m1 滿足對所有 s ∈ S, 都有 −m < m1 ≤ s, 則對所有 s ∈ S, 式 −s ≤ −m1 < m

成立, 由此推得 m 不會是 −S 的上確界, 矛盾.

定理 1.1.8 (最大下界的逼近性) 若 m = infS 且 ε > 0, 則存在 s ∈ S 使 m ≤ s < m+ ε.

註記 1.1.9 如果引入兩個符號 +∞,−∞, 定義 R = R ∪ {+∞,−∞} = [−∞,+∞], 並規定對所有 r ∈ R, 都
有以下條件滿足:

r + (±∞) = ±∞, r − (±∞) = ∓∞,
r

±∞
= 0, −∞ < r < +∞,

若 r > 0, 則有 r · (±∞) = ±∞,
r

0
= +∞;

若 r < 0, 則有 r · (±∞) = ∓∞,
r

0
= −∞;

(+∞) + (+∞) = (±∞) · (±∞) = +∞,

(−∞) + (−∞) = (±∞) · (∓∞) = −∞,

我們稱 R 為廣義實數系. 注意到在廣義實數系中, 任何非空子集都有上界和下界.

注意 1.1.10 在某些教材會把「+∞」的正號省略不寫, 直接以「∞」表示正無窮大, 但也有教材把「∞」和
「+∞」視為不同的概念, 即把正、負無窮大統稱為無窮大, 以符號「∞」表示無窮遠處且不分其在實數軸的
左右方向. 本講義採後者.

命題 1.1.11 (1) 實數有阿基米德性, 即對所有 x ∈ R, 從存在 n ∈ R, 使得 n > x. 此性質等價於正整數集
的無界性;

(2) 有理數稠密於 R, 即對所有滿足 a < b 的 a, b ∈ R, 存在 r ∈ Q, 使得 a < r < b;

(3) 無理數稠密於 R, 即對所有滿足 a < b 的 a, b ∈ R, 存在 r ∈ R \Q, 使得 a < r < b.

註記 1.1.12 實數的阿基米德性的等價敘述:

∀ a, b ∈ R, a > 0, ∃N ∈ N, Na > b.

證明 (1) 如果 x < 0, 結論顯然成立. 假設 x ≥ 0, 且

A = {n ∈ N : n ≤ x},

則 A 6= ∅ 且有上界 x, 依確界原理 (公理 1.1.3), s := supA ∈ R 存在, 故存在 a ∈ A 滿足 s − 1
2 < a,

從而得到 s < n := a+ 1, 但此時, n /∈ A 和 n > x.



1.2 數列極限的性質與計算 7

(2) 因 b− a > 0, 由 (1), 存在 n ∈ N 使 n > 1
b−a > 0, 即 nb > na+ 1, 再次由 (1), 存在 m1,m2 ∈ N 使得

m1 > na, m2 > −na,

即 −m2 < na < m1, 所以存在 m ∈ Z 滿足 m− 1 ≤ na < m. 故

na < m ≤ 1 + na < nb,

取 r := m/n ∈ Q 即得證.

(3) 由 (2), 存在 r1, r2 ∈ Q 使得 a < r1 < r2 < b, 令

s := r1 +
r2 − r1√

2
,

那麼

r1 < s, r2 − s = (r2 − r1)

(
1− 1

2

)
> 0,

即 a < r1 < s < r2 < b. 若 s ∈ Q, 則 √
2 =

r2 − r1
s− r1

∈ Q,

矛盾, 所以 s ∈ R \Q.

1.2 數列極限的性質與計算

回顧: 數列可以看作是以自然數 N 為定義域的函數.

數列極限的定義與性質

定義 1.2.1 設 {xn} 為一數列, 如果存在一個常數 a ∈ R, 對於任意給定的正數 ε, 總存在正整數 N , 使得對
於 n > N 時的一切 n, 不等式 |xn − a| < ε 均成立, 則稱常數 a 是數列 {xn} 的極限, 或者稱數列 {xn} 收斂
於 a, 記作

lim
n→∞

xn = a 或 xn → a (n→ ∞).

如果這樣的常數 a 不存在, 則稱數列極限不存在或沒有極限, 或稱數列發散.
用數學語言描述為:

lim
n→∞

xn = a ⇐⇒ ∀ ε > 0, ∃N ∈ N使得當n > N時, 恆有 |xn − a| < ε.

註記 1.2.2 正整數 N 與任予的 ε 有關. 對於給定的 ε, 相應的 N 不唯一, 即只要其存在, 並無要求其達到
最小.

註記 1.2.3 所謂極限不存在, 嚴格來說要說明是於什麼集合中不存在. 比如說, 數列

{3, 3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159, . . .}

的極限不存在於 Q, 但存在於 R 中 (其極限為 π) ; 而平方數數列 {1, 4, 9, 16, . . .} 的極限不存在於 R 中, 但存
在於 R 中 (其極限為 +∞) ; 數列 {sinn} 不存在於 R 中. 一般上, 若不特別強調, 我們所謂的「不存在」是
「不存在於 R 中」. 如果數列的極限存在於 R 中, 則稱數列的廣義極限存在.

例 1.2.4 證明 lim
n→∞

1

n
= 0.



8 單元 1 數列與單變數函數的極限

證明 任予 ε > 0, 要使
|xn − 0| =

∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ = 1

n
< ε,

即 n > 1
ε , 取 N =

⌊
1
ε

⌋
, 則當 n > N 時, 恆有 |xn − 0| < ε, 故數列 { 1

n} 的極限為 0.

例 1.2.5 證明 lim
n→∞

1

2n
= 0.

證明 任予 ε > 0, 要使
|xn − 0| =

∣∣∣∣ 12n − 0

∣∣∣∣ = 1

2n
< ε,

即 2n > 1
ε , 不等式兩邊取對數, n > log2 1

ε , 從而 n > log2 1
ε , 取 N = max

{
1,
⌊
log2 1

ε

⌋
+ 1
}
(當 ε ≥ 1 時,

log2 1
ε ≤ 0), 則當 n > N 時, 恆有 |xn − 0| < ε, 故數列

{
1
2n

}
的極限為 0.

註記 1.2.6 實際上, 對於任意滿足 0 < |q| < 1 的實數 q, 都有 limn→∞ qn = 0, 證明留作習題.

例 1.2.7 limn→∞ k = k, 其中 k 是任一常數.

定理 1.2.8 對任意實數 x, 都有 limn→∞
xn

n! = 0.

證明 因為 x ∈ R, 所以由實數的阿基米德性 (命題 1.1.11), ∃N0 ∈ N 使 |x| ≤ N0 成立. 當 n ≥ N0 時, 觀察
不等式: ∣∣∣∣xnn! − 0

∣∣∣∣ = |x|n

n!
=

|x|N0

N0!
· |x|
N0 + 1

· · · · · |x|
n

≤ |x|N0

N0!
· |x|
n
.

任給 ε > 0, 取

N > max
ß
N0,

|x|N0+1

N0!ε

™
,

則對任意 n > N , 不等式 ∣∣∣∣xnn!
∣∣∣∣ < ε

恆成立.

注意 1.2.9 以下為一些重要的極限:

lim
n→∞

n
√
n = 1, lim

n→∞
qn = 0 (|q| < 1), lim

n→∞

xn

n!
= 0 (x ∈ R),

lim
n→∞

n
√
x = 1 (x > 0), lim

n→∞

lnn
n

= 0.

我們將在單元 1.4 (重要準則與重要極限) 中定義 lnx.

例 1.2.10 如果 xn = 0.3 · · · 3 (n 個 3), 證明 limn→∞ xn = 0.3̇ = 1
3 .

證明 提示:

|xn − 0.3| =
∣∣∣∣∣0. 33 · · · 33︸ ︷︷ ︸

n

−0. 33 · · · 33︸ ︷︷ ︸
n

33 · · ·
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣0. 00 · · · 00︸ ︷︷ ︸
n

33 · · ·
∣∣∣∣∣ < 0. 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸

n−1

1 =
1

10n
.

注意 1.2.11 limn→∞ xn 不存在 ⇐⇒ ∀a ∈ R, limn→∞ xn 6= a ⇐⇒ ∀a ∈ R, ∃ε0 > 0使得 ∀N ∈ N, ∃n0 >
N 使 |xn − a| ≥ ε0.

例 1.2.12 設 xn = (−1)n, 證明 {xn} 發散.
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證明 設 a ∈ R,
當 a < 0 時, 取 ε = 1 > 0, 對任何 N ∈ N, 取 n = 2N > N , 則 |xn − a| = |(−1)2N − a| = |1− a| > 1 = ε.
當 a ≥ 0 時, 取 ε = 1 > 0, 對任何 N ∈ N, 取 n = 2N + 1 > N , 則 |xn − a| = |(−1)2N+1 − a| = | − 1− a| =
|a+ 1| ≥ 1 = ε.
即 ∀ a ∈ R, limn→∞(−1)n 不存在.

例 1.2.13 證明數列 {sinn} 發散.

證明 (證一) 假設 limn→∞ sinn = a 存在, 則由

2 sin 1 cosn = sin(n+ 1)− sin(n− 1),

得到 limn→∞ cosn = 0, 從而
sin(2n) = 2 sinn cosn→ 0,

即 a = 0. 但因為 1 = sin2 n+ cos2 n, 對等式兩邊取極限, 得到 0 = 1, 矛盾.

證明 (證二) 由於 | sinn| ≤ 1, 所以只需證明 ∀ a ∈ [−1, 1], 都有 limn→∞ sinn 6= a. 不失一般性, 設
0 ≤ a ≤ 1 (為什麼可以?), 取 ε =

√
2
2 , 對任意 N ∈ N, 取 n0 = b(2Nπ − π

2 ) +
π
4 c > N , 那麼 sinn0 < −

√
2
2 且

| sinn0 − a| ≥
√
2
2 = ε.

註記 1.2.14 此例子告訴我們, {xn} 有界推不出 limn→∞ xn 存在.

定義 1.2.15 設 {xn} 為一數列, 如果對於任給的正數 Y , 總存在正整數 N , 使得對於 n > N 時的一切 n, 不
等式 |xn| > Y 均成立, 即

∀ Y > 0, ∃N ∈ N使得當n > N時, 恆有 |xn| > Y,

則稱數列 {xn} 發散至無窮大, 記作
lim
n→∞

xn = ∞.

如果從某一項以後, 都有 xn > 0, 則寫作 limn→∞ xn = +∞; 如果 xn < 0, 則寫作 limn→∞ xn = −∞.

例 1.2.16 證明 limn→∞(−1)nn 發散至無窮大.

證明 令 Y > 0, 要使 |xn| = |(−1)nn| = n > Y , 取 N = bY c + 1, 則當 n > N 時, |xn| = n > N > Y , 即
limn→∞(−1)nn = ∞.

例 1.2.17 如果 limn→∞ xn = a 存在, 則

lim
n→∞

x1 + · · ·+ xn
n

= a.

證明 對任意 ε > 0, 因為 xn → a, 所以

∃N0 ∈ N使得只要n > N0 , 都有 |xn − a| < ε

2
.

注意到 ∣∣∣∣x1 + · · ·+ xn
n

− a

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x1 + · · ·+ xn − na

n

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣x1 + · · ·+ xN0
−N0a

n
+

(xN0+1 − a) + · · ·+ (xn − a)

n

∣∣∣∣
≤ |x1 + · · ·+ xN0

−N0a|
n

+
|xN0+1 − a|+ · · ·+ |xn − a|

n

≤ n−N0

n
· ε
2
+

|x1 + · · ·+ xN0 −N0a|
n

,
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取

N > max
®
N0,

|x1 + · · ·+ xN0
−N0a|

ε
2

´
,

便有 ∣∣∣∣x1 + · · ·+ xn
n

− a

∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε.

註記 1.2.18 上例中, a ∈ R 可以推廣到 a ∈ R, 即允許 a = +∞ 或 −∞.

命題 1.2.19 (數列極限的唯一性) 數列 {xn} 不能收斂於兩個不同的極限.

證明 假設同時有 xn → a 及 xn → b, 不妨設 a < b, 取 ε = 1
2 (b− a) > 0.

由 xn → a 可知, 存在 N1 ∈ N 使得只要 n > N1, 都有 |xn − a| < ε = 1
2 (b− a), 即 xn <

1
2 (a+ b). 由 xn → b

可知, 存在 N2 ∈ N 使得只要 n > N2, 都有 |xn − b| < ε = 1
2 (b− a), 即 xn >

1
2 (a+ b). 取 N = max{N1, N2},

則當 n > N 時, xn < 1
2 (a+ b) 和 xn >

1
2 (a+ b) 同時成立, 矛盾.

定義 1.2.20 設 {xn} 為一數列.

(1) 如果存在 M ∈ R 使一切 xn 滿足 xn ≤M , 則稱數列 {xn} 有上界.

(2) 如果存在 M ∈ R 使一切 xn 滿足 xn ≥M , 則稱數列 {xn} 有下界.

(3) 如果存在 M > 0 使一切 xn 滿足 |xn| ≤M , 則稱數列 {xn} 有界.

命題 1.2.21 (收斂數列的有界性) 如果數列 {xn} 收斂, 則該數列一定有界.

證明 設 xn → a, 則對於 ε = 1, 存在 N ∈ N, 使得只要 n > N , 都有 |xn| = |(xn − a) + a| ≤ |xn − a|+ |a| <
1 + |a|. 因此, 取 M = max{|a1|, |a2|, . . . , |aN |, 1 + |a|}, 則對一切 n, 均有 |xn| ≤M , 即數列 {xn} 有界.

注意 1.2.22 如果數列無界, 則其一定發散; 但若數列有界, 其未必收斂, 例如, 數列 {(−1)n} 有界, 但不收
斂於某一定數.

命題 1.2.23 (收斂數列的保號性) 如果 xn → a 且 a > 0 (或 a < 0), 則存在 N ∈ N 使得當 n > N 時, 均有
xn > 0 (或 xn < 0).

證明 設 a > 0, 由 xn → a, 對於 ε = a
2 , 存在 N ∈ N 使得當 n > N 時, 恆有 |xn − a| < 1

ε , 即
xn > a− a

2 = a
2 > 0.

同理可證 a < 0 的情形.

系理 1.2.24 如果 {xn} 滿足: ∃N ∈ N 使得當 n > N 時, xn ≥ 0 (或 xn ≤ 0), 且 limn→∞ xn = a, 則 a ≥ 0

(或 a ≤ 0).

系理 1.2.25 (收斂數列的保序性) 若數列 {xn} 及 {yn} 分別收斂於 a 和 b, 且存在 N ∈ N, 當 n > N 時,
恆有 xn ≤ yn, 則 a ≤ b.

證明 考慮數列 {yn−xn}, 證明其收斂於 b−a (由將要討論的計算性質可立刻得出此結論), 再由系理 1.2.24
推得 b− a ≥ 0 即得結論.

思考: 如果當 n > N 時, 恆有 xn < yn, 系理 1.2.25 的結論是否可改成 a < b?

定義 1.2.26 在數列 {xn} 中任意抽取無限項並保持這些項在原數列中的先後次序, 由此得到的一個新數列
乘為 {xn} 的子數列或子列, 記作 {xnk

} (注意到 nk ≥ k).
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命題 1.2.27 如果數列 {xn} 收斂於 a, 則它的任一子序列 {xnk
} 亦收斂於 a.

證明 任予 ε > 0, 由於 xn → a, 則 ∃N ∈ N, 當 n > N 時, 恆有 |xn − a| < ε, 取 K = N , 則當 k > K 時,
nk > nK = nN > N , 有 |xnk

− a| < ε, 故 xnk
→ a.

注意 1.2.28 由命題 1.2.27 可知, 若數列 {xn} 的某個子列發散, 或某兩個子列收斂於兩個不同的數, 則數列
{xn} 必發散. 例如, {(−1)n)} 的每奇數項構成的子列 (簡稱奇數子列) 收斂於 −1, 每偶數項組成的子列 (簡
稱偶數子列) 收斂於 1, 可知數列 {(−1)n)} 發散.

命題 1.2.29 若數列 {xn} 的奇數子列和偶數子列都收斂於 a, 則數列 {xn} 收斂且極限為 a; 反之亦然.

數列極限的計算

定理 1.2.30 (數列極限的運算法則) 若 limn→∞ xn = a, limn→∞ yn = b, k 為常數, 則

(1) lim
n→∞

(xn ± yn) = lim
n→∞

xn ± lim
n→∞

yn = a± b (加、減法法則);

(2) lim
n→∞

(k · xn) = k lim
n→∞

xn = k · a (提出常數法則);

(3) lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn = a · b (乘法法則);

(4) lim
n→∞

xn
yn

=
limn→∞ xn
limn→∞ yn

=
a

b
, 其中 b 6= 0 (除法法則);

(5) lim
n→∞

√
xn =

√
lim
n→∞

xn =
√
a, 其中 xn ≥ 0, a ≥ 0 (交換法則).

證明 僅證明 (1), 餘者留作練習.
任予 ε > 0, 由於 xn → a, 則 ∃N1 ∈ N, 當 n > N1 時, 恆有

|xn − a| < ε

2
;

由於 yn → a, 則 ∃N2 ∈ N, 當 n > N2 時, 恆有

|yn − a| < ε

2
;

令 N = max{N1, N2}, 於是, 當 n > N 時,

|xn − a| < ε

2
和 |yn − a| < ε

2

同時成立. 於是, 當 n > N 時,

|(xn ± yn)− (a± b)| = |(xn − a)± (yn − b)| ≤ |xn − a|+ |yn − b| < ε

2
+
ε

2
= ε,

因此, (1) 式成立.

例 1.2.31 以下為數列極限之計算的例子:

(1) lim
n→∞

4− 7n2

n2 + 3
= lim
n→∞

4
n2 − 7

1 + 3
n2

=
0− 7

1 + 0
= −7;

(2) lim
n→∞

1 + 2 + 3 + · · ·+ n

n2
= lim
n→∞

1
2n(n+ 1)

n2
= lim
n→∞

n+ 1

2n
= lim
n→∞

1

2

(
1 +

1

n

)
=

1

2
(1 + 0) =

1

2
;

(3) lim
n→∞

…
n+ 1

n
=

 
lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
=

√
1 + 0 = 1;
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(4) lim
n→∞

n∑
k=1

1

(k − 1)k
= lim
n→∞

n∑
k=1

(
1

k − 1
− 1

k

)
= lim
n→∞

(
1− 1

n

)
= 1− 0 = 1;

(5) lim
n→∞

(√
n+ 1−

√
n
)
= lim
n→∞

(√
n+ 1−

√
n
) (√

n+ 1 +
√
n
)

√
n+ 1 +

√
n

= lim
n→∞

1√
n+ 1 +

√
n
= 0;

(6) lim
n→∞

(
1 +

1

3
+

1

9
+ · · ·+ 1

3n−1

)
= lim
n→∞

1 ·
(
1−

(
1
3

)n)
1− 1

3

=
3

2
lim
n→∞

(
1−

(
1

3

)n)
=

3

2
.

注意 1.2.32 (1) 上例的 (1), (3) 均為不定型 ∞
∞ , 一般上會將分子、分母同除以它們之中 n 的最高次冪,

使得有形如 1
nk 的項出現, 才能取極限.

(2) 例 (5) 為不定型 ∞−∞, 一般上我們會將之「有理化」成分式的形式, 方能模仿「分式型」數列極限的
處理方式.

(3) 以上例子的 (2), (4), (6) 不能直接取極限, 必須化為有窮項才能取極限.
錯解:

lim
n→∞

1 + 2 + 3 + · · ·+ n

n2
= lim
n→∞

(
1

n2
+

2

n2
+

3

n2
+ · · ·+ n

n2

)
= 0 + 0 + 0 + · · ·+ 0 = 0.

註記 1.2.33 設 f(n) = akx
k + · · ·+ a1x+ a0, g(n) = bmx

m + · · ·+ b1x+ b0 為多項式, 其中 g(n) 不為零多

項式, 則有以下結果:

lim
n→∞

f(n)

g(n)
=



0, 當 deg f < deg g;
ak
bm

, 當 deg f = deg g;

+∞, 當 deg f > deg g且 ak > 0;

−∞, 當 deg f > deg g且 ak < 0.

1.3 函數極限的性質與計算

約定: 以符號 Df 或 dom(f) 表示函數 f 的定義域, f(Df ) 或 Im(f) 或 Rf 表示函數 f 的值域.

定義 1.3.1 設 δ > 0, a, r ∈ R,

(1) 集合 B(a, δ) = {x : |x− a| < δ} 稱為點 a 的 δ 鄰域, a 稱為 B(a, δ) 的中心, δ 稱作 B(a, δ) 的半徑;

(2) 集合 B′(a, δ) = {x : 0 < |x− a| < δ} 稱為點 a 的去心 δ 鄰域;

(3) 開區間 (a− δ, a) 稱為 a 的左鄰域, 開區間 (a, a+ δ) 稱為 a 的右鄰域;

(4) 如果不強調半徑, 以 a 點為中心的任何開區間稱為點 a 的鄰域, 記作 B(a), 而將集合 B′ = B(a) \ {a}
稱為 a 的去心鄰域;

(5) 開區間 (r,+∞)稱為+∞的 (去心)鄰域,開區間 (−∞, r)稱為−∞的 (去心)鄰域,而集合B(∞, r){x ∈
R : |x| > r} 稱為 ∞ 的 (去心) 鄰域;

(6)「在 x0 或 ∞ 附近」表示「在 x0 或 ∞ 的某個去心鄰域中」.

定義 1.3.2 設 A 為 R 的一個子集,

(1) 集合 ∂A = {x ∈ R : ∀ δ > 0, B(x, δ) ∩A 6= ∅且B(x, δ) ∩ (R \A) 6= ∅} 稱為 A 的邊界;

(2) 集合 Å = {x ∈ A : ∃ δ > 0, B(x0, δ) ⊆ A} 稱為 A 的內部;
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(3) 集合 A = A ∪ ∂A 稱為 A 的閉包.

例 1.3.3 (1) A = (1, 2], Å = (1, 2), ∂A = {1, 2}, A = [1, 2];

(2) A = [0, 1) ∪ (2, 3] ∪ {4}, Å = (0, 1) ∪ (2, 3), ∂A = {0, 1, 2, 3, 4}, A = [0, 1] ∪ [2, 3] ∪ {4};

(3) A = (−∞, 0), Å = (−∞, 0), ∂A = {0}, A = (−∞, 0];

(4) A = Q, Å = ∅, ∂A = R, A = R;

(5) A = R, Å = R, ∂R = ∅, A = R;

(6) A = ∅, Å = ∂A = A = ∅.

註記 1.3.4 (1) 若 I 是開區間, 則 I̊ = I;

(2) 若 I 是閉區間, 則 I = I;

(3) Å ⊆ A ⊆ A;

(4) 一些基本結論: Å = A \ ∂A, A = Å ∪ ∂A, Å ∩ ∂A = ∅, ∂A = A \ Å, ∂A = A ∩ R \A.

函數極限的定義與性質

定義 1.3.5 (自變量趨向正無窮大時的極限) 設函數 f 當 x 大於某一數時有定義, 如果存在常數 A, 對於
任給的正數 ε, 總存在正數 X, 使得只要 x ∈ Df 滿足不等式 x > X, 對應的函數值 f(x) 都滿足不等式

|f(x)−A| < ε, 則稱 A 為函數 f 當 x→ +∞ 時的極限, 記作

lim
x→+∞

f(x) = A 或 f(x) → A (x→ +∞).

也可以簡述為:

lim
x→+∞

f(x) = A ⇐⇒ ∀ ε > 0, ∃X > 0使得只要x ∈ Df且x > X, 恆有 |f(x)−A| < ε.

定義 1.3.6 (自變量趨向負無窮大時的極限) 設函數 f 當 x 小於某一數時有定義, 如果存在常數 A, 對於
任給的正數 ε, 總存在正數 X, 使得只要 x ∈ Df 滿足不等式 x < −X, 對應的函數值 f(x) 都滿足不等式

|f(x)−A| < ε, 則稱 A 為函數 f 當 x→ −∞ 時的極限, 記作

lim
x→−∞

f(x) = A 或 f(x) → A (x→ −∞).

也可以簡述為:

lim
x→−∞

f(x) = A ⇐⇒ ∀ ε > 0, ∃X > 0使得只要x ∈ Df且x < −X, 恆有 |f(x)−A| < ε.

定義 1.3.7 (自變量趨向無窮大時的極限)

lim
x→∞

f(x) = A ⇐⇒ ∀ ε > 0, ∃X > 0使得只要x ∈ Df且 |x| > X, 恆有 |f(x)−A| < ε.

注意 1.3.8 (1) 切勿混淆: 本講義中 x→ ∞ 表示 |x| → +∞, 即沒有特別說 x 一定是正的還是負的, 而不
僅僅是討論 x→ +∞ 而已;

(2) x→ +∞ 表 x→ ∞ 且 x > 0; x→ −∞ 表 x→ ∞ 且 x < 0. 也就是說, 對於 x→ ∞ 成立的定理一般
上對於 x → +∞ 及 x → −∞ 都適用, 只是多了 x > 0 或 x < 0 的約束而已. 因此, 以後證明定理時,
我們都只針對 x→ ∞ 的情況討論;
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(3) 數列的極限中, 我們只用 n → ∞, 不特別強調是正方向的無窮大, 是因為正整數集有最小元, 只有一個
方向的無窮大, 而不如實數那樣有兩個方向的無窮大.

x

y

O

A

A+ ε

A− ε

−X X

註記 1.3.9 「x ∈ Df 且 |x| > X」表示 x 在 Df 和 ∞ 的某個去心鄰域的交集中. 定義 1.3.5 和 1.3.6 中也
有類似的概念.

定理 1.3.10 若存在 X > 0 使得函數 f 在 x > X 及 x < −X 時都有定義, 則

lim
x→∞

f(x) = A ⇐⇒ lim
x→+∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = A.

例 1.3.11 limx→+∞ arctanx = π
2 , limx→−∞ arctanx = −π

2 , 但 limx→∞ arctanx 不存在.

例 1.3.12 證明 limx→∞
sin x
x = 0.

證明

|f(x)−A| =
∣∣∣∣ sinxx − 0

∣∣∣∣ = | sinx|
|x|

≤ 1

|x|

對所有 ε > 0, 要使 |f(x)−A| < ε, 只需 |x| > 1
ε , 故取 X = 1

ε > 0, 則當 |x| > X 時, 恆有

|f(x)−A| ≤ 1

|x|
<

1

X
= ε.

定義 1.3.13 (自變量趨近於有限值時的極限) 設函數 f 在點 x0 的某一去心鄰域內有定義, 如果存在常數
A, 對於任給的正數 ε, 總存在正數 δ, 使得當 x ∈ Df 滿足不等式 0 < |x− x0| < δ 時, 對應的函數值 f(x) 都

滿足不等式 |f(x)−A| < ε, 則稱 A 為函數 f 在 x→ x0 時的極限, 記作

lim
x→x0

f(x) = A 或 f(x) → A (x→ x0).

也可以簡述為:

lim
x→x0

f(x) = A ⇐⇒ ∀ ε > 0, ∃ δ > 0使得只要x ∈ Df且 0 < |x− x0| < δ, 恆有 |f(x)−A| < ε.

注意 1.3.14 這裡 δ 與 ε, x0 有關.

註記 1.3.15 定義中「存在正數 δ, 使得當 x ∈ Df 滿足不等式 0 < |x− x0| < δ 時」的意義即為「存在 x0
的某個去心鄰域, 使得只要 x 落在 Df 與該去心鄰域的交集中」.
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x

y

O

A

A+ ε

A− ε

x0x0 − δ x0 + δ

δ δ

y = f(x)

例 1.3.16 證明 limx→x0 x = x0.

證明 ∀ ε > 0, 取 δ = ε > 0, 當 0 < |x− x0| < δ 時, 有

|f(x)− x0| = |x− x0| < δ = ε.

例 1.3.17 證明 limx→x0 k = k, 其中 k 是常數. (註: 對於 x0 = ∞, 仍有此結果.)

證明 ∀ ε > 0, 無論取何 δ > 0, 當 0 < |x− x0| < δ 時, 都有

|f(x)− k| = |k − k| = 0 < ε.

例 1.3.18 證明 limx→1(5x− 3) = 2.

證明 ∀ ε > 0, 取 δ = 1
5ε > 0, 當 0 < |x− 1| < δ 時, 有

|f(x)− 2| = |(5x− 3)− 2| = 5|x− 1| < 5δ = 5 · 1
5
ε = ε.

例 1.3.19 證明 limx→2 x
2 = 4

證明 草稿:
∀ ε > 0, 希望找到 δ > 0 使只要 0 < |x− 2| < δ, 有

|x2 − 4| = |x+ 2||x− 2| < |x+ 2|δ

(但不可以取 δ = 1
|x+2| .)

如果限制 |x− 2| < 1, 則有

−1 < x− 2 < 1 =⇒ 3 < x+ 2 < 5 =⇒ |x+ 2| < 5,

代回上式, 有
|x2 − 4| < δ|x+ 2| < 5δ,

想要取 δ = 1
5ε, 然而此時取的 δ 必須要能使得 |x− 2| < 1, 才能有上式成立! 因此, 宜取 δ = min{ 1

5ε, 1}.
正式地把證明寫下來:
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∀ ε > 0, 取 δ = min{ 1
5ε, 1}, 則當 0 < |x− 2| < δ 時, 有以下兩式成立:

|x− 2| < δ ≤ 1 =⇒ |x+ 2| < 5 (1.1)

|x− 2| < δ ≤ 1

5
ε (1.2)

那麼

|f(x)− 4| = |x2 − 4| = |x+ 2||x− 2|
由 (1.1)
< 5|x− 2| < 5δ

由 (1.2)
≤ 5 · 1

5
ε = ε.

例 1.3.20 證明 limx→1(x
4 + x3 + x2 + 2x+ 2) = 7.

證明 ∀ ε > 0, 取 δ = min{1, 1
27} > 0, 當 0 < |x− 1| < δ 時, 因 δ ≤ 1 蘊含 ∀ n ∈ N, δn ≤ 1, 故

|(x4 + x3 + x2 + 2x+ 2)− 7| = |(x− 1)4 + 5(x− 1)3 + 10(x− 1)2 + 11(x− 1)|

≤ |x− 1|4 + 5|x− 1|3 + 10|x− 1|2 + 11|x− 1|

< δ4 + 5δ3 + 10δ2 + 11δ

≤ δ + 5δ + 10δ + 11δ = 27δ ≤ ε.

例 1.3.21 證明 limx→5

√
x− 1 = 2.

證明 ∀ ε > 0, 取 δ = 2ε > 0, 當 0 < |x− 5| < δ 時, 有

|
√
x− 1− 2| = |x− 1− 4|√

x− 1 + 2
=

|x− 5|√
x− 1 + 2

≤ 1

2
|x− 5| < 1

2
δ =

1

2
· 2ε = ε.

例 1.3.22 設 f(x) =

{
x2, x 6= 2

1, x = 2
, 證明 limx→2 f(x) = 4.

證明 任予 ε > 0.
觀察: 對於 x 6= 2, 希望

|f(x)− 4| = |x2 − 4| < ε即 4− ε < x2 < 4 + ε,

如果 ε < 4, 就有
√
4− ε < |x| <

√
4 + ε, 在滿足 x > 0 的 2 的去心鄰域中, 有

√
4− ε < x <

√
4 + ε, 即

當 0 < ε < 4 且 x ∈ (
√
4− ε,

√
4 + ε) \ {2} 時, 有 |f(x)− 4| < ε.

當 ε ≥ 4 時,
0 ≤ 4− ε < x2 < 4 + ε =⇒ 0 < x2 < 4 + ε =⇒ 0 < |x| <

√
4 + ε,

而在滿足 x > 0 的 2 的去心鄰域中, 0 < x <
√
4 + ε.

綜合以上觀察可知, 當 0 < ε < 4 時, 取 δ = min{2 −
√
4− ε,

√
4 + ε − 2} > 0; 當 ε ≥ 4 時, 取

δ = min{2,
√
4 + ε− 2}. 在兩者情況下, 只要 0 < |x− 2| < δ, 便有 |f(x)− 4| = |x2 − 4| < ε.

註記 1.3.23 由於極限的定義中有要求「0 < |x− 2| < δ」即 x 6= 2, 故上例中相當於求證 limx→2 x
2 = 4.

例 1.3.24 設 x0 ∈ R, 證明 limx→x0
|x| = |x0|.

證明 ∀ ε > 0, 取 δ = ε > 0, 當 0 < |x− x0| < δ 時, 有

||x| − |x0|| ≤ |x− x0| < δ = ε.
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例 1.3.25 設 x0 > 0 且 n ∈ N, 證明 limx→x0 x
1
n = x

1
n
0 .

證明 觀察: 如果要求 |x − x0| ≤ 1
2x0, 就有 x ≥ 1

2x0 > 0, xn−k
n ≥

(
1
2x0
)n−k

n = 2−
n−k
n x

n−k
n

0 , 其中
k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.∣∣∣x 1

n − x
1
n
0

∣∣∣ = |x− x0|∣∣∣∣xn−1
n +x

n−2
n x

1
n
0 + x

n−3
n x

2
n
0 + · · ·+ x

1
nx

n−2
n

0 + x
n−1
n

0

∣∣∣∣
≤ |x− x0|

x
n−1
n

0

(
2−

n−1
n + 2−

n−2
n + 2−

n−3
n + · · ·+ 2−

1
n + 1

) (
∵ x ≤ 1

2
x0

)

=
|x− x0|

x
n−1
n

0 M

其中, M = 2−
n−1
n + 2−

n−2
n + 2−

n−3
n + · · ·+ 2−

1
n + 1.

現 ∀ ε > 0, 取 δ = min
{

1
2x0, x

n−1
n

0 ·M · ε
}
> 0, 當 0 < |x− x0| < δ 時, 有 x ≥ 1

2x0 及 δ ≤ x
n−1
n

0 ·M · ε
都成立, 且 ∣∣∣x 1

n − x
1
n
0

∣∣∣ ≤ |x− x0|

x
n−1
n

0 ·M
<

δ

x
n−1
n

0 ·M
≤ x

n−1
n

0 ·M · ε

x
n−1
n

0 ·M
= ε.

例 1.3.26 設 a > 1, x0 ∈ R, 證明 limx→x0
ax = ax0 . (實際上對於 0 < a ≤ 1 仍成立)

證明 ∀ ε > 0 (足夠小), 取

δ = min
{∣∣loga(1− a−x0ε)

∣∣ , ∣∣loga(1 + a−x0ε)
∣∣} = min

{
− loga(1− a−x0ε), loga(1 + a−x0ε)

}
> 0,

當 0 < |x− x0| < δ 時,

loga(1− a−x0ε) ≤ −δ < x− x0 < δ ≤ loga(1 + a−x0ε)

=⇒ 1− a−x0ε < ax−x0 < 1 + a−x0ε

=⇒ |ax−x0 − 1| < a−x0ε

=⇒ ax0 |ax−x0 − 1| < ε

=⇒ |ax − ax0 | < ε.

例 1.3.27 設 a > 1, x0 > 0, 證明 limx→x0 loga x = loga x0. (實際上對於 0 < a < 1 仍成立)

證明 ∀ ε > 0, 取 δ = min {|x0(a−ε − 1)| , |x0(aε − 1)|} = min {x0(1− a−ε), x0(a
ε − 1)} > 0,

當 0 < |x− x0| < δ 時,
x0(a

−ε − 1) ≤ −δ < x− x0 < δ ≤ x0(a
ε − 1)

=⇒ x0a
−ε − x0 < x− x0 < x0a

ε − x0

=⇒ a−ε <
x

x0
< aε

=⇒ − ε < loga
x

x0
< ε

=⇒ − ε < loga x− loga x0 < ε

=⇒ | loga x− loga x0| < ε.



18 單元 1 數列與單變數函數的極限

引理 1.3.28 當 0 < x < π
2 時, 有 0 < sinx < x < tanx.

證明 觀察以下圖形:

x

y

x

A

B

C

sinx
tanx

1O

顯然有 0 < 4OAB的面積 < 扇形OAB的面積 < OBC的面積

=⇒ 0 <
1

2
· 1 · 1 · sinx < 1

2
· 12 · x < 1

2
· 1 · tanx

=⇒ 0 < sinx < x < tanx

例 1.3.29 設 x0 ∈ R, 證明 limx→x0
sinx = sinx0.

證明 ∀ ε > 0, 取 δ = min{π, ε}, 當 0 < |x− x0| < δ 時,

(1) |x− x0| < π =⇒ −π
2 <

x−x0

2 < π
2

對於 0 < x−x0

2 < π
2 , 由引理 1.3.28, 有

∣∣sin x−x0

2

∣∣ < ∣∣x−x0

2

∣∣;
對於 −π

2 <
x−x0

2 < 0, 有 0 < x0−x
2 < π

2 =⇒
∣∣sin x−x0

2

∣∣ = ∣∣sin x0−x
2

∣∣ < ∣∣x0−x
2

∣∣ = ∣∣x−x0

2

∣∣.
(2) δ ≤ ε

故有

| sinx− sinx0| = 2

∣∣∣∣cos x+ x0
2

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣sin x− x0
2

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣sin x− x0
2

∣∣∣∣ < 2

∣∣∣∣x− x0
2

∣∣∣∣ = |x− x0| < δ ≤ ε.

註記 1.3.30 類似地, 我們還有結論 limx→x0 cosx = cosx0. 證明留作習題.

定義 1.3.31 (單邊極限) 設 f 在點 x0 的某一左鄰域內有定義, 如果存在 A 滿足

∀ ε > 0, ∃ δ > 0使得只要x ∈ Df且x0 − δ < x < x0, 恆有 |f(x)−A| < ε,

則稱 A 為函數 f 在 x→ x0 時的左極限, 記作

f(x−0 ) = lim
x→x−

0

f(x) = A.

設 f 在點 x0 的某一右鄰域內有定義, 如果存在 A 滿足

∀ ε > 0, ∃ δ > 0使得只要x ∈ Df且x0 < x < x0 + δ, 恆有 |f(x)−A| < ε,

則稱 A 為函數 f 在 x→ x0 時的右極限, 記作

f(x+0 ) = lim
x→x+

0

f(x) = A.

定理 1.3.32 若函數 f 在點 x0 的某左、右鄰域均有定義, 則

lim
x→x0

f(x) = A ⇐⇒ lim
x→x−

0

f(x) = lim
x→x+

0

f(x) = A.
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注意 1.3.33 x → x+0 表 x → x0 且 x > x0; x → x−0 表 x → x0 且 x < x0. 也就是說, 對於 x → x0 成立的

定理一般上對於 x → x+0 及 x → x−0 都適用, 只是多了 x > x0 或 x < x0 的約束而已. 因此, 以後證明定理
時, 我們都只針對 x→ x0 的情況討論.

例 1.3.34 已知函數 f(x) =
√
x 僅在 x ≥ 0 時有定義, 而且 x → x0 表示 x 趨近於 x0, 無論方向, 即 x

既可以從 x0 的左側逼近, 亦可從 x0 的右側去逼近, 但函數 f 在點 x0 = 0 的左側並無定義, 特別來說,
limx→0−

√
x 不存在. 試問: limx→0

√
x 是否存在?

解 根據極限的定義, x → 0 表示 x 在 0 的某個鄰域中且 x ∈ Df , 故 x → 0 在此處和 x → 0+ 的行為一致,
即極限存在, 且

lim
x→0

√
x = lim

x→0+

√
x = 0.

例 1.3.35 設 f(x) =


x− 1, x < 0

0, x = 0

x+ 1, x > 0

, 則 f(0+) = 1, f(0−) = −1, 兩者不相等, 故 limx→0 f(x) 不存在.

例 1.3.36 設 f(x) = |x|
x , 則有 f(0+) = limx→0+

x
x = 1, f(0−) = limx→0−

−x
x = −1, 故 limx→0 f(x) 不存在.

注意 1.3.37

lim
x→x0

f(x)不存在 ⇐⇒ ∀ L ∈ R, lim
x→x0

f(x) 6= L

⇐⇒ ∀ L ∈ R, ∃ ε > 0使得 ∀ δ > 0, ∃ x ∈ Df使得 0 < |x− x0| < δ但 |f(x)− L| ≥ ε

例 1.3.38 設 f(x) =

{
−1, x ∈ Q
1, x /∈ Q

, 證明 limx→0 f(x) 不存在.

證明 設 L ∈ R.
情況 1: L 6= ±1, 取 ε = min{ 1

2 |L− 1|, 12 |L+ 1|} > 0, ∀ δ > 0, 取 x = 1
2δ, 則 x > 0 且 |x− 0| = x = 1

2δ <

δ =⇒ 0 < |x− 0| < δ.

(1) 若 δ ∈ Q, 則 x = 1
2δ ∈ Q =⇒ f(x) = −1 =⇒ |f(x)− L| = | − 1− L| = |L+ 1| ≥ |L+1|

2 ≥ ε.

(2) 若 δ /∈ Q, 則 x = 1
2δ /∈ Q =⇒ f(x) = 1 =⇒ |f(x)− L| = |1− L| ≥ |1−L|

2 ≥ ε.

情況 2: L = 1,取 ε = 1, ∀δ > 0,由 Q稠密於 R知, ∃x ∈ Q使 x ∈ (0, δ),即 ∃x ∈ Q滿足 0 < |x−0| < δ.
因此, |f(x)− L| = | − 1− 1| = 2 > 1 = ε.
情況 3: 與情況 2 類似, 由無理數的稠密性得出結論.
綜上, limx→0 f(x) 不存在.

例 1.3.39 證明 limx→0
1
x 不存在.

證明 設 L ∈ R, 不失一般性, 設 L > 0 (為什麼可以?). 取 ε = 1
2L > 0, ∀ δ > 0,

情況 1: 若 δ ≤ 3
2L , 取 x = 1

2δ, 則 0 < |x− 0| < δ, 而

|f(x)− L| =
∣∣∣∣f (δ2

)
− L

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣2δ − L

∣∣∣∣ > ε,

其中, 最後一個不等式因

δ ≤ 2

3L
=⇒ 2

δ
≥ 3L =⇒ 2

δ
− L ≥ 2L > 0 =⇒

∣∣∣∣2δ − L

∣∣∣∣ ≥ 2L >
L

2
= ε

而成立.
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情況 2: 若 δ > 2
3L , 取 x = 2

3L , 則 0 < x = |x− 0| = 2
3L < δ, 而

|f(x)− L| =
∣∣∣∣f ( 2

3L

)
− L

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣3L2 − L

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣L2
∣∣∣∣ = 1

2
L ≥ ε.

綜上, limx→0
1
x 不存在.

命題 1.3.40 (函數極限的唯一性) 如果 limx→x0
f(x) (或 limx→∞ f(x)) 存在, 則該極限唯一.

證明 證明與數列的情形類似, 此處略去, 並給讀者留作習題.

命題 1.3.41 (函數極限的局部有界性) 如果 limx→x0 f(x) (或 limx→∞ f(x)) 存在, 那麼存在常數 M > 0,
使得在 x0(或 ∞) 附近, 有 |f(x)| ≤M .

證明 僅證明 x→ x0 的情形: 設 limx→x0
f(x) = A, 則對於 ε = 1, 存在 δ > 0, 當 0 < |x− x0| < δ 時, 恆有

|f(x)−A| < ε,
f(x) = |f(x)−A+A| ≤ |f(x)−A|+ |A| < 1 + |A|,

記 M = 1 + |A|, 則 |f(x)| ≤M .

命題 1.3.42 (函數極限的局部保號性) 如果 limx→x0 f(x) = A 且 A > 0 (或 A < 0), 那麼在 x0 附近, 有
f(x) > 0 (或 f(x) < 0).

註記 1.3.43 此命題對於 x→ ∞ 仍成立.

證明 設 limx→x0 f(x) = A > 0, 對於 ε = A
2 , 存在 δ > 0, 當 0 < |x− x0| < δ 時, 都有 |f(x)−A| ≤ A

2 , 則

f(x) > A− A

2
=
A

2
.

同理可證 A < 0 的情形.

系理 1.3.44 如果 limx→x0
f(x) = A (或 limx→∞ f(x) = A) , 其中 A 6= 0, 那麼在 x0(或 ∞) 附近, 有

|f(x)| > |A|
2 .

系理 1.3.45 如果函數 f 滿足: 在 x0 附近, 有 f(x) ≥ 0 (或 f(x) ≤ 0), 且 limx→x0
f(x) = A , 那麼必有

A ≥ 0 (或 A ≤ 0).

註記 1.3.46 此系理對於 ∞ 附近仍成立.

證明 採反證法, 此處省略.

命題 1.3.47 (函數極限的保序性) (1) 若在點 x0 附近, 有 f(x) ≤ g(x) 且兩函數當 x→ x0 時的極限存在,
則 limx→x0 f(x) ≤ limx→x0 g(x).

(2) 若在無窮遠處, 有 f(x) ≤ g(x) 且兩函數當 x→ ∞ 時的極限存在, 則 limx→∞ f(x) ≤ limx→∞ g(x).

證明 由系理 1.3.45 可以推得, 此處略而不證.

定理 1.3.48 (函數極限與數列極限的關係) limx→x0
f(x) = A 存在 ⇐⇒ 對於 Df 內任一收斂於 x0 的數

列 {xn}, 其中對所有 n ∈ N, xn 6= x0, {f(xn)} 都會收斂, 且 limn→∞ f(xn) = A.

證明 必要性: 任予 ε > 0, 因 limx→x0
f(x) = A, 則

∃ δ > 0使得只要 0 < |x− x0| < δ , 都有 |f(x)−A| < ε.

另一方面, 考慮收斂於 x0 的數列 {xn} ⊆ Df (∀ n ∈ N, xn 6= x0), 對於上述的 δ,

∃N ∈ N使得只要n > N, 都有 0 < |x− x0| < δ,
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從而有 |f(xn)−A| < ε, 故 limn→∞ f(xn) = A.
充分性: 假設 limx→x0

f(x) 6= A, 則

∃ ε0 > 0, 使得 ∀ δ > 0, 總存在x ∈ Df使得 0 < |x− x0| < δ, 但 |f(x)−A| ≥ ε0.

現依次取 δ = 1, 12 ,
1
3 , . . . ,

1
n , . . ., 則存在相應的點 x1, x2, x3, . . . , xn, . . . ∈ Df 使得

0 < |xn − x0| <
1

n
, 而 |f(xn)−A| ≥ ε0, n = 1, 2, 3, . . .

顯然數列 {xn} 收斂於 x0, 但當 n→ ∞ 時, f(xn) 不趨近於 A, 與假設矛盾, 故有 limx→x0
f(x) = A.

注意 1.3.49 (1) 定理必要性的應用: 可將數列「連續化」把數列的極限轉化為函數的極限來計算, 求出函
數存在的極限值即可推出數列收斂及其極限值, 好處為可適用「羅比達法則」(將在單元2 (單變數函數
的導數及其應用) 中討論);

(2) 單個數列極限存在不能保證函數極限存在, 例如 limn→∞ sinnπ = 0, 但 limx→+∞ sinπx 不存在;

(3) 定理充分性的應用: 用來證明極限不存在, 即只要找到兩條收斂於 x0 的數列 {xn}, {yn} ⊆ Df 使得

limn→∞ f(xn) 6= limn→∞ f(yn), 或者找到一條收斂於 x0 的數列 {xn} 但 limn→∞ f(xn) 不存在, 則
limx→x0 f(x) 不存在;

(4) 無窮遠極限的版本: limx→∞ f(x) = A 存在 ⇐⇒ 對於 Df 內任一發散至 ∞ 的數列 {xn}, {f(xn)} 都
會收斂, 且 limn→∞ f(xn) = A.

例 1.3.50 證明函數 f(x) = sin 1
x 當 x→ 0 時的極限不存在.

證明 取 x′n = 1
2nπ+π

2
→ 0, limn→∞ f(x′n) = 1; 取 x′′n = 1

2nπ → 0, limn→∞ f(x′′n) = 0. 因此, 函數
f(x) = sin 1

x 當 x→ 0 時極限不存在.

函數極限的計算

定理 1.3.51 (函數極限的運算法則) 設 limx→x0
f(x) = A, limx→x0

g(x) = B, k 是常數, 則

(1) lim
x→x0

(f(x)± g(x)) = A±B = lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x);

(2) lim
x→x0

(k · f(x)) = kA = k lim
x→x0

f(x);

(3) lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = A ·B = lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x);

(4) lim
x→x0

f(x)

g(x)
=
A

B
=

limx→x0 f(x)

limx→x0
g(x)

, 其中 B 6= 0.

將 x→ x0 替換成 x→ ∞, 定理仍成立.

證明 僅證明 (2), 餘者留作習題.
∀ ε > 0, 由 limx→x0

g(x) = B 及定理 1.3.41 可知, ∃M > 0 及 ∃ δ1 > 0, 使得當 0 < |x − x0| < δ 時, 有
|g(x)| ≤M . 由 limx→x0

f(x) = A,

∃ δ2 > 0, 使得當 0 < |x− x0| < δ2時, 有 |f(x)−A| < ε

2M
.

由 limx→x0
g(x) = B,

∃ δ3 > 0, 使得當 0 < |x− x0| < δ3時, 有 |g(x)−B| < ε

2|A|+ 2
.
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取 δ = min{δ1, δ2, δ3}, 當 0 < |x− x0| < δ 時, 恆有

|f(x)g(x)−AB| = |f(x)g(x)−Ag(x) +Ag(x) +AB|

≤ |g(x)||f(x)−A|+ |A||g(x)−B|

≤ ε

2M
·M + |A| · ε

2|A|+ 2

<
ε

2
+ (|A|+ 1) · ε

2|A|+ 2

=
ε

2
+
ε

2
= ε.

系理 1.3.52 若 limx→x0
f(x), limx→x0

g(x) 存在, 則

(1) limx→x0
(αf(x) + βg(x)) = α limx→x0

f(x) + β limx→x0
g(x), 其中 α, β 是常數;

(2) limx→x0 (f(x))
n
= (limx→x0 f(x))

n, 其中 n ∈ N;

(3) 若 f(x) ≥ 0, 則 limx→x0

√
f(x) =

√
limx→x0

f(x).

上述性質對 x→ ∞ 仍成立.

定理 1.3.53 設 Pn(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n, 其中 n ∈ N, 則 limx→x0 Pn(x) = Pn(x0).

定理 1.3.54 設 f(x) = Pn(x)
Qm(x) , 其中 Pn(x), Qm(x) 均為多項式, Qm(x0) 6= 0, 則 limx→x0

f(x) = f(x0).

定理 1.3.55 設 x0 > 0, n,m ∈ N, 則 limx→x0
x

n
m = x

n
m
0 .

例 1.3.56 (直接代入型) (1) lim
x→1

(2x+ 1) = 2 · 1 + 1 = 3

(2) lim
x→2

x3 − 1

x2 − 5x+ 3
=

8− 1

4− 10 + 3
= −7

3

例 1.3.57 (三角函數) 設 x0 6= π

2
± 2kπ, 其中 k ∈ Z,

(1) lim
x→x0

tanx = lim
x→x0

sinx
cosx =

limx→x0
sinx

limx→x0 cosx
=

sinx0
cosx0

= tanx0

(2) lim
x→x0

secx = lim
x→x0

1

cosx =
1

limx→x0
cosx =

1

cosx0
= secx0

例 1.3.58 ( 00 型; 去零因子) (1) lim
x→1

x2 − 1

x2 + 2x+ 3
= lim
x→1

(x+ 1)(x− 1)

(x+ 3)(x− 1)
= lim
x→1

x+ 1

x+ 3
− 1

2

(2) lim
x→1

(1−
√
x)(1− 3

√
x)

(1− x)2
= lim
x→1

(1− x)(1− x)

(1− x)2(1 +
√
x)(1 + 3

√
x+

3
√
x2)

= lim
x→1

1

(1 +
√
x)(1 + 3

√
x+ 3

√
x)

=
1

6

(3) lim
x→0

x2√
x2 + 4− 2

= lim
x→0

x2(
√
x2 + 4 + 2)

(x2 + 4)− 4
= lim
x→0

(√
x2 + 4 + 2

)
= 2 + 2 = 4

例 1.3.59 ( 非0
0 ) lim

x→1

√
x+ 5− 2

x− 1
不存在.

註記 1.3.60 事實上, 若 limx→x0 f(x) 6= 0 但 limx→x0 g(x) = 0, 則 limx→x0

f(x)
g(x) 不存在. 提示: 可用反證法

證明.
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例 1.3.61 (0 · ∞ 或 ∞−∞) (1) lim
x→3

(
1

x
− 1

3

)
1

x− 3
= lim
x→3

3− x

3x
· 1

x− 3
= lim
x→3

−1

3x
= −1

9
;

(2) lim
x→1

(
x3 − 1

x2 − 1
−
x− 1

x

x− 1

)
= lim

x→1

(
(x− 1)(x2 + x+ 1)

(x− 1)(x+ 1)
− x2 − 1

x(x− 1)

)
= lim

x→1

x2 + x+ 1

x+ 1
− lim

x→1

x+ 1

x
=

3

2
− 2

1
= −1

2
.

定理 1.3.62 (合成函數的極限運算法則) 設函數 y = (f ◦ g)(x) 是右函數 u = u(x) 與 y = f(u) 合成,
(f ◦ g)(x) 在 B′(x0) 有定義, 若 limx→x0 g(x) = u0, limx→x0 f(u) = A, 且存在 δ0 > 0, 當 x ∈ B′(x0, δ0) 時,
有 g(x) 6= u0, 則 limx→x0

(f ◦ g)(x) = limu→u0
f(u) = A.

證明 ∀ ε > 0, 由於 limu→u0 f(u) = A,

∃ η > 0, 當 0 < |u− u0| < η時, 恆有 |f(u)−A| < ε.

由 limx→x0
g(x) = u0, 則對於 η > 0,

∃ δ1 > 0, 當 0 < |x− x0| < δ1時, 恆有 |g(x)− u0| < η.

取 δ = min{δ0, δ1}, 當 0 < |x− x0| < δ 時, |u− u0| = |g(x)− u0| < η 及 |g(x)− u0| 6= 0 同時成立, 從而

|(f ◦ g)(x)−A| = |f(u)−A| < ε.

例 1.3.63 (合成函數的極限) (1) lim
x→3

sin(2x+ 1) = sin
(
lim
x→3

(2x+ 1)
)
= sin(2 · 3 + 1) = sin 7;

(2) lim
x→π

2

cos(sin 4x) = cos
(

lim
x→π

2

sin 4x
)

= cos
(
sin
(

lim
x→π

2

4x

))
= cos (sin 2π) = cos 0 = 1;

(3) lim
x→0

2x+1 = 2limx→0(x+1) = 20+1 = 2;

(4) lim
x→1

 
x2 − 1

2(x− 1)
= lim
x→1

…
x+ 1

2
=

…
lim
x→1

x+ 1

2
=

…
1 + 1

2
= 1;

(5) lim
x→3

log10(x2 + 1) = log10
(
lim
x→3

(x2 + 1)
)
= log10(32 + 1) = log10 10 = 1.

例 1.3.64 (∞∞ ) (1) lim
x→+∞

2x2 − 3x+ 1

3x2 + 2x− 5
= lim
x→+∞

2− 3
x + 1

x2

3 + 2
x − 5

x2

=
2− 0 + 0

3 + 0− 0
=

2

3

(2) lim
x→+∞

4x+ 2

3x2 − 2x+ 5
= lim
x→+∞

4
x + 2

x2

3− 2
x + 5

x2

=
0 + 0

3− 0 + 0
= 0

(3) lim
x→+∞

4x2 − 6x+ 5

x+ 3
= lim
x→+∞

4− 6
x + 5

x2

1
x + 3

x2

不存在 (非 0

0
型)

(4) lim
x→−∞

(2x+ 1)(3x− 2)

(4x+ 5)(5x− 1)
= lim
x→−∞

(
2 + 1

x

) (
3− 2

x

)(
4 + 5

x

) (
5− 1

x

) =
(2 + 0)(3− 0)

(4 + 0)(5− 0)
=

3

10

註記 1.3.65 lim
x→∞

anx
n + · · ·+ a1x+ a0

bmxm + · · ·+ b1x+ b0
= lim
x→∞

anx
n

bmxm
=


0, n < m
an
bm
, n = m

不存在 , n > m
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例 1.3.66 (帶根式, x→ ∞) (1) lim
x→+∞

(
x

1
2 + 3

)
(3x2 − 1)

(4x− 3)
(
2x

3
2 + 5

) = lim
x→+∞

(1 + 3√
x
)(3− 1

x2 )

(4− 3
x )(2 +

5
x
√
x
)
=

1 · 3
4 · 2

=
3

8
;

(2) lim
x→+∞

√
5x6 − x

2x3 + 1
= lim
x→+∞

»
5− 1

x5

2 + 1
x3

=

√
5− 0

2 + 0
=

√
5

2
;

(3) lim
x→−∞

√
9x2 + 1

x+ 4
= lim
x→−∞

−
»
9 + 1

x2

1 + 4
x

=
−
√
9 + 0

2 + 0
= −3;

另解: 令 y = −x, 則當 x→ −∞ 時, y → −∞,

lim
x→−∞

√
9x2 + 1

x+ 4
= lim
y→+∞

√
9y2 + 1

−y + 4
= lim
y→+∞

»
9 + 1

y2

−1 + 4
y

=

√
9 + 0

−1 + 0
= −3;

(4) lim
x→−∞

3
√
x− 5

√
x

3
√
x+ 5

√
x
= lim
x→−∞

1−
(
1
x

) 2
15

1 +
(
1
x

) 2
15

=
1− 0

1 + 0
= 1.

例 1.3.67 (∞−∞) lim
x→+∞

(
√
x2 + x+ 1− x) = lim

x→+∞

x+ 1√
x2 + x+ 1 + x

= lim
x→+∞

1 + 1
x»

1 + 1
x + 1

x2 + 1

=
1√
1 + 1

=
1

2
.

例 1.3.68 (∞+∞) lim
x→−∞

(
√
x2 + 9− x) 不存在.

定理 1.3.69 limx→+∞ qx =


0, 0 < q < 1

1, q = 1

+∞, q > 1

, limx→−∞ qx =


+∞, 0 < q < 1

1, q = 1

0, q > 1

註記 1.3.70 此處極限為「+∞」即為不存在, 其意義將在單元1.5 (無窮小與無窮大) 討論.

例 1.3.71 (指數函數, x→ +∞) 技巧: 分子、分母同除以最大底數的冪.

(1) lim
x→+∞

2 · 5x − 3 · 2x

7 · 3x + 2 · 4x
= lim
x→+∞

2− 3 · ( 25 )
x

7 · ( 35 )x + 2 · ( 45 )x
不存在 (非 0

0
)

(2) lim
x→+∞

2 · 5x − 3 · 2x

7 · 5x + 2 · 4x
= lim
x→+∞

2− 3 · ( 25 )
x

7 + 2 · ( 45 )x
=

2− 3 · 0
7 + 2 · 0

=
2

7

(3) lim
x→+∞

2 · 3x − 3 · 2x

7 · 5x + 2 · 4x
= lim
x→+∞

2 · ( 35 )
x − 3 · ( 25 )

x

7 + 2 · ( 45 )x
=

2 · 0− 3 · 0
7 + 2 · 0

= 0

例 1.3.72 (指數函數, x→ −∞) 技巧: 分子、分母同除以最小底數的冪.

(1) lim
x→−∞

2 · 5x − 3 · 2x

7 · 3x + 2 · 4x
= lim
x→−∞

2 · ( 52 )
x − 3

7 · ( 32 )x + 2 · 2x
不存在 (非 0

0
) ;

(2) lim
x→−∞

2 · 5x − 3 · 2x

7 · 5x + 2 · 2x
= lim
x→−∞

2 · ( 52 )
x − 3

7 · 2x + 2
=

2 · 0− 3

7 · 0 + 2
= −3

2
;

(3) lim
x→−∞

2 · 5x − 3 · 3x

7 · 4x + 2 · 2x
= lim
x→−∞

2 · ( 52 )
x − 3 · ( 32 )

x

7 · 2x + 2
=

2 · 0− 3 · 0
7 · 0 + 2

= 0.

註記 1.3.73 當 x→ −∞ 時, 也可以令 t = −x 換成 t→ +∞ 的情形來計算.
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1.4 重要準則與重要極限

夾擠定理

準則 1.4.1 (數列極限的夾擠定理) 如果數列 {xn}, {yn} 及 {zn} 滿足:

(1) ∃N0 ∈ N, 當 n > N0 時, yn ≤ xn ≤ zn;

(2) limn→∞ yn = limn→∞ zn = a,

那麼數列 {xn} 的極限存在, 且 limn→∞ xn = a.

證明 ∀ ε > 0, 由 limn→∞ yn = a 可知, ∃N1 > 0, 當 n > N1 時, 恆有 |yn − a| < ε, 即

a− ε < yn < a+ ε.

由 limn→∞ zn = a 可知, ∃N2 > 0, 當 n > N2 時, 恆有 |zn − a| < ε, 即

a− ε < zn < a+ ε.

取 N = max{N0, N1, N2}, 當 n > N 時, 有

a− ε < yn ≤ xn ≤ zn < a+ ε,

即 |xn − a| < ε, 故 limn→∞ xn = a.

例 1.4.2 求 limn→∞ n
√
an1 + · · ·+ ank , 其中 ∀ i = 1, . . . , k, 有 ai > 0.

解 令 M = max{ai : 1 ≤ i ≤ k}, 則

M =
n
√
Mn ≤ n

√
an1 + · · ·+ ank ≤ n

√
Mn + · · ·+Mn =

n
√
kMn = k

1
nM,

由於

lim
n→∞

M =M = lim
n→∞

k
1
nM,

故有

lim
n→∞

n
√
an1 + · · ·+ ank =M = max{ai : 1 ≤ i ≤ k}.

例 1.4.3 求 limn→∞

(
1
n2 + 1

(n+1)2 + · · ·+ 1
(n+n)2

)
.

解 設 xn = 1
n2 + 1

(n+1)2 + · · ·+ 1
(n+n)2 , 可知 xn 為 n+ 1 項之和. 觀察:

1

(n+ n)2
+

1

(n+ n)2
+ · · ·+ 1

(n+ n)2
<

1

n2
+

1

(n+ 1)2
+ · · ·+ 1

(n+ n)2
<

1

n2
+

1

n2
+ · · ·+ 1

n2
,

即
n+ 1

4n2
=

n+ 1

(n+ n)2
<

1

n2
+

1

(n+ 1)2
+ · · ·+ 1

(n+ n)2
<
n+ 1

n2
=

1

n
+

1

n2
,

因為 limn→∞
n+1
4n2 = 0 = limn→∞( 1n + 1

n2 ), 所以依夾擠定理, 得

lim
n→∞

(
1

n2
+

1

(n+ 1)2
+ · · ·+ 1

(n+ n)2

)
= 0.

定理 1.4.4 任意實數都是某個有理數列的極限.
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證明 任給 a ∈ R, 定義 xn = ⌊na⌋
n (顯然 {xn} 是有理數列), 由

na− 1 < bnac ≤ na

得

a− 1

n
<

bnac
n

≤ a,

由夾擠定理, 可得
lim
n→∞

xn = a,

即 a 是有理數列 {xn} 的極限.

準則 1.4.5 (函數極限的夾擠定理) 如果函數 f, g, h 滿足:

(1) 存在 δ > 0 (相應地, X > 0), 當 x ∈ B′(x0, δ) (相應地, |x| > X) 時, 有 g(x) ≤ f(x) ≤ h(x);

(2) limx→x0 g(x) = limx→x0 h(x) = A (相應地, limx→∞ g(x) = limx→∞ h(x) = A),

那麼 limx→x0
f(x) (相應地, limx→∞ f(x)) 存在, 且 limx→x0

f(x) = A (相應地, limx→∞ f(x) = A).

註記 1.4.6 條件 (1) 意即: 存在 x0 或 ∞ 的某個鄰域, 使得只要 x 落在該鄰域內, 都有不等式 g(x) ≤
f(x) ≤ h(x) 成立.

例 1.4.7 已知 limx→x0 |f(x)| = 0, 證明 limx→x0 f(x) = 0.

證明 由於

−|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|,

並且

lim
x→x0

|f(x)| = 0 = lim
x→x0

(−|f(x)|),

故得 limx→x0
f(x) = 0.

例 1.4.8 求極限 limx→0 xb 1
xc.

解 當 x 6= 0 時,
1

x
− 1 ≤

õ
1

x

û
≤ 1

x
.

因此, 當 x > 0 時, 1− x ≤ x
⌊
1
x

⌋
≤ 1, 由夾擠定理得 limx→0+ xb 1

xc = 1; 當 x < 0 時, 有 1− x > xb 1
xc ≥ 1,

由夾擠定理得 limx→0− xb 1
xc = 1, 故

lim
x→0

x

õ
1

x

û
= 1.

例 1.4.9 設 k ∈ N, 求 limt→0 t
k sin 1

t .

解 由 | sin 1
t | ≤ 1 得 |tk sin 1

t | ≤ |tk|, 即 −|tk| ≤ tk sin 1
t ≤ |tk|, 因

lim
t→0

(−tk) = 0 = lim
t→0

tk,

所以 limt→0 t
k sin 1

t = 0.

定理 1.4.10 (重要極限)

lim
x→0

sinx
x

= 1
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證明 考慮 0 < x < π
2 , 由引理 1.3.28, 有

sinx < x < tanx.

因 sinx 6= 0, 可將不等式遍除以 sinx, 得

1 <
x

sinx < secx,

即

cosx < sinx
x

< 1.

注意到,如果 −π
2 < x < 0,則 −x應滿足上式,而將上式的 x都換成 −x,其形式不變,亦即上式對 0 < |x| < π

2

都成立. 由於
lim
x→0

cosx = cos 0 = 1 = lim
x→0

1,

依夾擠定理, 即得
lim
x→0

sinx
x

= 1.

系理 1.4.11 (1) limx→0
x

sin x = 1;

(2) limx→0
tan x
x = 1;

(3) limx→0
1−cos x
x2 = 1

2 ;

(4) limx→0
arcsin x

x = 1;

(5) limx→0
arctan x

x = 1.

例 1.4.12 (1) lim
t→∞

t sin 1

t
= lim

1
t→0

sin 1
t

1
t

= 1 (這裡有用到無窮大與無窮小的關係) ;

(2) lim
x→0

sin(sinx)
sinx = lim

sin x→0

sin(sinx)
sinx = 1

(3) lim
x→0

sin(sinx)
;

x = lim
x→0

(
sin(sinx)

sinx · sinx
x

)
= 1 · 1 = 1;

(4) lim
x→0

sin 2x
x

= lim
2x→0

2· sin 2x
2x

= 2·1 = 2或 lim
x→0

sin 2x
x

= lim
x→0

2 sinx cosx
x

= 2 lim
x→0

sinx
x

·cosx = 2·1·1 = 2;

(5) lim
x→0

2 sinx− sin 2x
x3

= 2 lim
x→0

sinx
x

· 1− cosx
x2

= 2 · 1 · 1
2
= 1;

(6) lim
x→a

sinx− sin a
x− a

= lim
x→a

2 cos x+a2 sin x−a
2

x− a
= lim
x→a

(
cos x+ a

2

sin x−a
2

x−a
2

)
= cos a+ a

2
· 1 = cos a.

單調有界收斂準則

定義 1.4.13 設 {xn} 為一數列.

(1) 如果 {xn} 滿足條件 ∀ n ∈ N, xn ≤ xn+1, 則稱 {xn} 是遞增數列或不減數列;

(2) 如果 {xn} 滿足條件 ∀ n ∈ N, xn ≥ xn+1, 則稱 {xn} 是遞減數列或不增數列;

(3) 如果 {xn} 滿足條件 ∀ n ∈ N, xn < xn+1, 則稱 {xn} 是嚴格遞增數列;
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(4) 如果 {xn} 滿足條件 ∀ n ∈ N, xn > xn+1, 則稱 {xn} 是嚴格遞減數列;

(5) 如果 {xn} 滿足以上四者其中之一, 我們稱 {xn} 為單調數列.

準則 1.4.14 (單調有界數列的收斂準則) 單調有界的數列必收斂. 更仔細來說,

(1) 遞增有上界的數列必收斂於其上確界.

(2) 遞減有下界的數列必收斂於其下确界.

證明 我們僅給出 (1) 的證明. 假設數列 {xn} 單調遞增, 且有上界. 由完備公設 (即確界原理; 公理 1.1.3),
知 L := sup{xn : n ∈ N} 存在.
任予 ε > 0, 依定理 1.1.6, ∃K ∈ N 使得

L− ε < xK .

由於數列 {xn} 單調遞增, 那麼對所有 n ≥ K, 有 xK ≤ xn, 從而

L− ε < xn ≤ L,

即

∀ n ≥ K, |xn − L| < ε,

故

lim
n→∞

xn = L.

例 1.4.15 設 xn =

√
3 +
»
3 +

√
· · ·+

√
3 (n 重根式), 證明數列 {xn} 極限存在, 並求出極限.

證明 觀察可知 xn+1 =
√
3 + xn, 且 xn+1 =

√
3 + xn >

√
3 + xn−1 = xn, 因此 {xn} 是遞增數列.

現宣稱 {xn} 有上界. 當 n = 1 時, x1 =
√
3 < 3. 假定 xk < 3, 則 xk+1 =

√
3 + xk <

√
3 + 3 < 3, 故

{xn} 有上界. 依單調有界數列的收斂準則 (準則 1.4.14), 可知 limn→∞ xn 存在, 設 limn→∞ xn = A.
由遞迴關係式 xn+1 =

√
3 + xn, 得 x2n+1 = 3 + xn, 兩邊取極限, 得

lim
n→∞

x2n+1 = lim
n→∞

(3 + xn),

即 A2 = 3 +A, 解得 A = 1±
√
13

2 , 取正號, 因此

lim
n→∞

xn =
1 +

√
13

2
.

注意 1.4.16 上例的證明過程中, 我們用到了一個事實: 若數列 {xn} 收斂於 A, 且 k ∈ N 為一固定的常數,
則 limn→∞ xn+k = A. 證明留作習題.

定義 1.4.17 設函數 f 在區間 I 上有定義, 若對所有 x1, x2 ∈ I, x1 < x2, 且

(1) f(x1) ≤ f(x2), 則稱 f 在區間 I 上是不減/單調遞增函數, I 稱為 f 的增區間;

(2) f(x1) ≥ f(x2), 則稱 f 在區間 I 上是不增/單調遞減函數, I 稱為 f 的減區間;

(3) f(x1) < f(x2), 則稱 f 在區間 I 上是嚴格遞增函數, I 稱為 f 的嚴格增區間;

(4) f(x1) > f(x2), 則稱 f 在區間 I 上是嚴格遞減函數, I 稱為 f 的嚴格減區間;

(5) 單調遞增函數、單調遞減函數統稱為單調函數, 嚴格遞增函數、嚴格遞減函數統稱為嚴格單調函數, 增
區間、減區間統稱為單調區間, 嚴格增區間、嚴格減區間統稱為嚴格單調區間.
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準則 1.4.18 (單調有界函數的收斂準則) (1) 設函數 f 在點 x0 的某個鄰域 (相應地, 左鄰域、右鄰域) 內
單調且有界, 則 f 在點 x0 的極限 (相應地, 左極限、右極限) 存在.

(2) 設函數 f 在 ∞ (相應地, +∞ 或 −∞) 的某個鄰域內單調且有界, 則 f 在無窮遠 (相應地, 正無窮遠、
負無窮遠) 的極限存在.

證明 省略.

定理 1.4.19 (重要極限) 極限

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
存在, 記為 e.

證明 先考慮 x > 0 且 x = n ∈ N 時的情形. 設 xn = (1 + 1
n )
n, 依二項式定理, 有

xn =

(
1 +

1

n

)n
= 1 +

n

1!
· 1
n
+
n(n− 1)

2
· 1

n2
+
n(n− 1)(n− 2)

3!
· 1

n3
+ · · ·+ n(n− 1) · · · · · (n− n+ 1)

n!
· 1

nn

= 1 + 1 +
1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·+ 1

n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− n− 1

n

)
.

類似地,

xn+1 = 1 + 1 +
1

2!

(
1− 1

n+ 1

)
+

1

3!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
+ · · ·

+
1

n!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
· · ·
(
1− n− 1

n+ 1

)
+

1

(n+ 1)!

1

n!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
· · ·
(
1− n− 1

n+ 1

)(
1− n

n+ 1

)
.

比較 xn 和 xn+1, 有 xn ≤ xn+1, 即 {xn} 單調遞增.
又由

xn = 1 + 1 +
1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·+ 1

n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− n− 1

n

)
,

得

xn ≤ 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
< 1 + 1 +

1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n−1
= 1 +

1− 1
2n

1− 1
2

= 3− 1

2n−1
< 3,

即 {xn} 有上界. 故由單調有界數列的收斂準則 (準則 1.4.14) 得知 limn→∞(1 + 1
n )
n 存在, 記

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= 2.718 281 828 459 045 · · · .

設 x ∈ R, 當 x > 0 時, 有 n = bxc ≤ x < bxc+ 1 = n+ 1, 因此(
1 +

1

n+ 1

)n
<

(
1 +

1

x

)x
<

(
1 +

1

n

)n+1

.

因為

lim
n→∞

(
1 +

1

n+ 1

)n
= lim
n→∞

(
1 + 1

n+1

)n+1

1 + 1
n+1

= e (註: lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

xn ),
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lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

= lim
n→∞

[(
1 +

1

n

)n
·
(
1 +

1

n

)]
= e,

並注意到 x→ +∞ ⇐⇒ n→ ∞, 故由夾擠定理 (準則 1.4.1) 得 limx→+∞(1 + 1
x )
x = e.

當 x < 0 時, 令 x = −(t+ 1), 則當 x→ −∞ 時, t→ +∞, 因此

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x
= lim
t→+∞

(
1− 1

t+ 1

)−(t+1)

= lim
t→+∞

[(
t

t+ 1

)−1
]t+1

= lim
t→+∞

(
1 +

1

t

)t+1

= lim
t→+∞

[(
1 +

1

t

)t(
1 +

1

t

)]
= e.

由於

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x
= lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x
= e,

我們有結論:
lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e.

注意 1.4.20 常數 e 有各種不同的定義方式, 本講義將此極限值作為 e 的定義.

系理 1.4.21 limx→0(1 + x)
1
x = e

證明 應用變數變換, 令 u = 1
x , 則 x→ 0 ⇐⇒ u→ ∞ (詳見單元 1.5), 即得結論.

定理 1.4.22 設 x, t, u ∈ R, n ∈ N, 則有

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= lim
t→∞

(
1 +

x

t

)t
= lim
u→0

(1 + xu)
1
u = ex,

有時, 記 expx = ex, 稱為自然指數函數.

註記 1.4.23 如果當 x→ 0 時, f(x) → 0, 則有 limx→0(1 + f(x))
1

f(x) = e.

例 1.4.24 (1) lim
x→∞

(
1− 1

x

)x
= lim
x→∞

(
1 +

−1

x

)x
= e−1 =

1

e

(2) lim
x→0

(1 + 2x)
1
x = e2

(3) lim
n→∞

(
1 +

3

n+ 1

)n+2

= lim
n→∞

[(
1 +

3

n+ 1

)n+1(
1 +

3

n

)]
= lim
n+1→∞

(
1 +

3

n+ 1

)n+1

· lim
n→∞

(
1 +

3

n

)
= e3 · (1 + 0) = e3

(4) lim
x→∞

(
3x+ 4

3x− 1

)x+1

= lim
x→∞

(
1 +

5

3x− 1

)x+1

, 令 t = 3x− 1, 則

原式 = lim
t→∞

(
1 +

5

t

) t+4
3

= lim
t→∞

[(
1 +

5

t

)t] 1
3 (

1 +
5

t

) 4
3

= (e5)
1
3 (1 + 0)

4
3 = e

5
3

注意 1.4.25 (1) 自然指數函數 ex 在 R 上嚴格遞增, 因此具有反函數 loge x, 記作 lnx, 其定義域為
(0,+∞), 滿足 ∀ x > 0, eln x = x, ∀ x ∈ R, ln ex = x.

(2) 求函數極限時, 如果遇到形如 [f(x)]g(x) (f(x) > 0, f(x), g(x) 均不是常數函數) 的函數 (稱為冪指函數),
那麼可以改寫成 [f(x)]g(x) = eg(x)·ln f(x), 並採用合成函數的極限運算法則來求極限.
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定理 1.4.26 若當 x→ x0 (或 x→ ∞) 時, 有 f(x) → A > 0 且 g(x) → B, 則 [f(x)]g(x) → AB .

例 1.4.27 (1) lim
x→0

(1 + sinx) 1
x = lim

x→0
(1 + sinx) 1

sin x · sin x
x = e1 = e;

(2) lim
x→0

(cosx)
1
x2 = lim

x→0
[1 + (cosx− 1)]

1
cos x · cos x−1

x2 = e−
1
2 =

1√
e
.

準則 1.4.28 (極限的柯西準則) 如果沒有需要求出極限值, 可以使用以下判斷極限的存在性的準則:

(1) 設 {xn} 為一數列, 則當且僅當 {xn} 收斂時, ∀ ε > 0, ∃ N ∈ N 使得 ∀ n,m > N , 都有 |xn − xm| < ε

(即 {xn} 是柯西數列).

(2) 設 f 在點 x0 的某個鄰域由定義,則當且僅當 limx→x0
f(x)存在時, ∀ε, ∃δ > 0使得 ∀x1, x2 ∈ B′(x0, δ),

都有 |f(x1)− f(x2)| < ε. (對於左、右極限仍有類似的準則)

(3) 設 f 在無窮遠有定義, 則當且僅當 limx→∞ f(x) 存在時, ∀ ε > 0, ∃ X > 0 使得 ∀ x1, x2 > X, 都有
|f(x1)− f(x2)| < ε. (對於 +∞,−∞, 仍有類似的準則)

證明 定理的必要性的證明是容易的, 故留作習題, 但其充分性牽涉到實數的完備性更深入的討論, 包括聚點
的概念和 Bolzano-Weierstrass 定理, 因此此處略去.

1.5 * 無窮小與無窮大

無窮小與無窮大的基本觀念

定義 1.5.1 (1) 設函數 f 在某 B′(x0) 內有定義, 若 limx→x0
f(x) = 0, 即

∀ ε > 0, ∃ δ > 0使得 ∀ x ∈ Df ∩B′(x0, δ), |f(x)| < ε,

則稱函數 f 為 x→ x0 時的無窮小.

(2) 設函數 f 在 ∞ 的某鄰域內有定義, 若 limx→∞ f(x) = 0, 即

∀ ε > 0, ∃X > 0使得只要 |x| > X , 便有 |f(x)| < ε,

則稱函數 f 為 x→ ∞ 時的無窮小.

注意 1.5.2 (1) 無窮小與一個「很小」的確定的常數 (如 10−999) 不能混為一談, 因為當自變量在某一變
化過程中, 無窮小的絕對值能小於任一給定的正數 ε, 但 10−999 做不到這一點;

(2) 0 是無窮小之中唯一的常數;

(3) 上面僅給出函數的無窮小的概念, 對於數列也有類似的概念. 接下來我們僅討論函數的無窮小與無窮
大, 關於數列也有類似的結論, 我們將不再贅述, 除非有數列不適用的部分將會加以說明;

(4) 由數列和函數的運算性質可知, 在自變量的同一變化過程中, 有限個無窮小的和、差、積都是無窮小;

(5) 無窮小可以分為正無窮小及負無窮小, 取決於當 x→ x0(或 x→ ∞) 時, 函數趨近於 0 的「位置」是否

恆在 x 軸上方還是下方.

定理 1.5.3 (無窮小量與有界量之積為無窮小量) 在自變量的同一變化過程中, 有界函數與無窮小的乘積
是無窮小. 即若 limx→r f(x) = 0, 且存在 r 的某個 (去心) 鄰域及正數 M , 使得只要 x 在該鄰域中, 都有
|g(x)| ≤M , 則 limx→r f(x)g(x) = 0, 其中 r ∈ R = [−∞,+∞].
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證明 以下僅提供 x → x0 (有限值) 時的證明, 而 x → ∞ 時的證明留作習題. 設 ∃M > 0 且 ∃ a > 0 使得

∀ x ∈ Dg ∩B′(x0, a), 都有 |g(x)| ≤M .
任予 ε > 0, 因為 limx→x0

f(x) = 0, 所以 ∃ η > 0, 當 x ∈ Df ∩B′(x0, η) 時, 有

|f(x)| ≤ ε

M
,

取 δ = min{a, η}, 則當 x ∈ Df ∩Dg ∩B′(x0, δ) 時, |g(x)| ≤M 和 f(x) ≤ ε
M 同時成立, 從而

|f(x)g(x)| = |f(x)| · |g(x)| < ε

M
·M = ε,

即 f(x)g(x) 是 x→ x0 時的無窮小.

例 1.5.4 求極限 limx→∞
sin x
x .

解 由於 limx→∞
1
x = 0, 且 | sinx| ≤ 1 表 sinx 是有界函數, 因此

lim
x→∞

sinx
x

= lim
x→∞

1

x
· sinx = 無窮小 · 有界函數 = 0.

定義 1.5.5 (1) 如果 ∀ Y > 0, ∃ δ > 0, 當 0 < |x− x0| < δ 時, 恆有 |f(x)| > Y , 則稱函數 f(x) 為 x→ x0
時的無窮大, 記作 limx→x0

f(x) = ∞.

(2) 如果 ∀ Y > 0, ∃X > 0, 當 |x| > X 時, 恆有 |f(x)| > Y , 則稱函數 f(x) 為 x → ∞ 時的無窮大, 記作
limx→∞ f(x) = ∞.

(3) 若將以上定義中的 |f(x)| > Y 改成 f(x) > Y , 則有 limx→x0(或∞) f(x) = +∞, 稱 f(x) 為當 x → x0
(或 ∞) 時的正無窮大.

(4) 若將以上定義中的 |f(x)| > Y 改成 f(x) < −Y , 則有 limx→x0(或∞) f(x) = −∞, 稱 f(x) 為當 x → x0
(或 ∞) 時的負無窮大.

注意 1.5.6 (1) 這裡 limx→x0(或∞) f(x) = ∞ 只是借用了極限的符號, 並不表示函數 f 存在極限, 因為 ∞
不是數, 不可以與絕對值很大的常數混淆, 無窮是絕對值無限增大的變量.

(2) 若 xn → +∞ 或 xn → −∞, 則 xn → ∞, 反之未必成立, 比如 xn = (−1)nn.

註記 1.5.7 (1) f(x) → ±∞ 且 g(x) → ±∞ =⇒ f(x) + g(x) → ±∞;

(2) f(x) → ±∞ 且 g(x) → ∓∞ =⇒ f(x)− g(x) → ±∞;

(3) f(x) → ∞ 且 |g(x)| ≥M > 0 =⇒ f(x) · g(x) → ∞;

(4) f(x) → ±∞ 且 g(x) → ±∞ =⇒ f(x) · g(x) → +∞;

(5) f(x) → ±∞ 且 g(x) → ∓∞ =⇒ f(x) · g(x) → −∞;

(6) f(x) → ∞ 且 g(x) 有界 =⇒ f(x) + g(x) → ∞;

(7) 無窮大函數必無界, 反過來未必成立, 如 x sinx 無界但不是 x→ ∞ 時的無窮大.

注意 1.5.8 (1) 不像定理 1.5.3, 無窮大量與有界函數的乘積未必會得到無窮大量, 例如 0 和 sinx 都是有
界函數, 而 x 為無窮大量, 但 0 · x 和 x · sinx 都不是無窮大量 (前者極限為 0, 後者極限不存在 [振盪]);

(2) 無窮大量與無界量的等價敘述:

f為x0的無窮大量 ⇐⇒ ∀ {xn} ⊂ Df \ {x0}, xn → x0, 都有 |f(xn)| → +∞;

f為x0的無界量 ⇐⇒ ∃ {xn} ⊂ Df \ {x0}, xn → x0, 都有 |f(xn)| → +∞.
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定理 1.5.9 設函數 f, g 在 ∞ 的某個鄰域中有定義,

(1) 若存在 X > 0, 當 x > X 時, 恆有 f(x) ≥ g(x), 且 limx→+∞ g(x) = +∞, 則 limx→+∞ f(x) = +∞.

(2) 若存在 X < 0, 當 x < X 時, 恆有 f(x) ≥ g(x), 且 limx→−∞ f(x) = −∞, 則 limx→−∞ g(x) = −∞.

證明 顯而易見.

例 1.5.10 證明 limx→1
1

x−1 = ∞.

證明 ∀ ε > 0, 取 δ = 1
M , 則當 0 < |x− 1| < δ 時, 恆有∣∣∣∣ 1

x− 1

∣∣∣∣ > 1

δ
=M.

例 1.5.11 考慮函數 f(x) = e1/x, 我們有

lim
x→0−

f(x) = 0, lim
x→0+

f(x) = +∞,

因此 f(x) 不是當 x→ 0 時的無窮大和無窮小, 但它是當 x→ 0+ 時的無窮大及當 x→ 0− 時的無窮小.

定理 1.5.12 (無窮大與無窮小的關係) 在自變量的同一變化過程中,

(1) 如果 f(x) 為無窮大, 則 1
f(x) 為無窮小;

(2) 如果 f(x) 為無窮小, 且 f(x) 6= 0, 則 1
f(x) 為無窮大.

證明 此處僅證明 x→ x0 的情形, x→ ∞ 的情形則留作習題.
∀ ε > 0, 由於 limx→x0

f(x) = ∞, ∃ > 0, 當 0 < |x− x0| < δ 時, |f(x)| > 1
ε , 即∣∣∣∣ 1

f(x)

∣∣∣∣ < ε,

故 limx→x0

1
f(x) = 0.

反之, ∀ Y > 0, 因 limx→x0
f(x) = 0 且 f(x) 6= 0, 所以 ∃ δ > 0, 當 0 < |x− x0| < δ 時, |f(x)| < 1

Y , 即∣∣∣∣ 1

f(x)

∣∣∣∣ > Y,

故 limx→x0

1
f(x) = ∞.

例 1.5.13 求 limx→1
2x+5

3x2−2x−1 .

解 因為

lim
x→1

3x2 − 2x+ 1

2x+ 5
=

3 · 12 − 2 · 1− 1

2 · 1 + 5
= 0,

由無窮大與無窮小的關係, 有
lim
x→1

2x+ 5

3x2 − 2x− 1
= ∞.

註記 1.5.14 為了方便敘述, 如果自變量的趨勢為定值或趨向無窮遠處與我們的討論無關, 我們就將
limx→x0

和 limx→∞ 統一以 lim 表示.

例 1.5.15 若 f, g 為等價正無窮小, 則 ln f 與 ln g 為等價負無窮大.
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證明

lim
(
ln f(x)
ln g(x) − 1

)
= lim ln f(x)− ln g(x)

ln g(x) = lim
ln f(x)

g(x)

ln g(x) =
0

−∞
= 0 =⇒ lim ln f(x)

ln g(x) = 1

例 1.5.16 設

f(x) =

{
x2, x ∈ Z;
x, x /∈ Z,

g(x) = x, 求 limx→+∞
f(x)
g(x) .

解 顯然 f, g 都是 x→ +∞ 時的無窮大, 但當 x 6= 0 時,

f(x)

g(x)
=

{
x, x ∈ Z;
1, x /∈ Z,

即當 x→ +∞ 時, f(x)g(x) 在很大的正整數點及 1 之間振盪, 因此極限不存在 (可用 ε−X 定義嚴格證明).

注意 1.5.17 (1) 當 x→ 0 時, x, 2x, sinx, x2, x sin 1
x 均為無窮小, 但

lim
x→0

x

2x
=

1

2
, lim

x→0

x2

sinx = 0, lim
x→0

2x

x2
= ∞,

lim
x→0

sinx
x

= 1, lim
x→0

x sin 1
x

x
= lim
x→0

sin 1

x
不存在 .

也就是說, 兩個無窮小的商的極限「未定」, 故稱此類極限為 0
0 型未定式極限, 或 0

0 不定型.

(2) 當 x→ +∞ 時, 2x2, x3 + x, ex, 3x3, x 及上例的 f(x) 均為無窮大, 但

lim
x→+∞

2x2

x3 + x
= 0, lim

x→+∞

x3 + x

3x3
=

1

3
,

lim
x→+∞

ex

2x2
= +∞, lim

x→+∞

f(x)

x
不存在 .

也就是說, 兩個無窮大的商的極限「未定」, 故稱此類極限為 ∞
∞ 型未定式極限, 或 ∞

∞ 不定型.

(3) 當 x→ 0+ 時, 1
x ,

1
x2 , ln 1

x , ln
2
x ,

1−x√
x
, 1√

x(1−x) 均為同號的 (正) 無窮大, 但

lim
x→0+

(
1

x
− 1

x2

)
= lim
x→0+

1− x

x2
= +∞, lim

x→0+

(
1

x2
− 1

x

)
= lim
x→0+

x− 1

x2
= −∞,

lim
x→0+

(
ln 1

x
− ln 2

x

)
= − ln 2, lim

x→0+

(
1− x√
x

− 1√
x(1− x)

)
= lim
x→0+

√
x(x− 2)

1− x
= 0.

也就是說, 兩個同號無窮大的差的極限「未定」(兩負無窮大的差亦是如此), 故稱此類極限為 ∞−∞
型未定式極限, 或 ∞−∞ 不定型.

(4) 其餘的不定型有: 0 · ∞, 1∞, 00,∞0, 它們都可以化為 0
0 或

∞
∞ , 即

0 · ∞ =
∞
1
0

=
∞
∞

或 0 · ∞ =
0
1
∞

=
0

0
, 1∞ = e∞ ln 1 = e∞·0,

00 = e0 ln 0 = e0·∞, ∞0 = e0 ln ∞ = e0·∞.

例 1.5.18 求 limx→+∞(x2 − x).
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解 當 x→ +∞ 時, x2, x 均為正無窮大量, 但 (+∞)− (+∞) 為不定型, 無法直接得到結論. 而

lim
x→+∞

(x2 − x) = lim
x→+∞

x(x− 1) = +∞ ·+∞ = +∞.

定義 1.5.19 設 f, g 為自變量的同一變化過程中的無窮小 (相應地, 無窮大), 且 f 6= 0,

(1) 若 lim g(x)
f(x) = 0, 則稱 g 是比 f 更高階的無窮小 (相應地, 更低階的無窮大), 記作 g = o(f);

(2) 若 lim g(x)
f(x) = ∞, 則稱 g 是比 f 更低階的無窮小 (相應地, 更高階的無窮大);

(3) 若 lim g(x)
f(x) = C 6= 0, 則稱 g 是 f 的同階無窮小 (相應地, 同階無窮大), 當 C = 1 時, 稱 g 和 f 是等價

無窮小 (相應地, 等價無窮大), 記作 f ∼ g;

(4) 若 lim g(x)
(f(x))k

= C 6= 0, 其中 k > 0, 則稱 g 是 f 的 k 階無窮小 (相應地, k 階無窮大).

例 1.5.20 (1) 由 lim
x→0

x3

4x
= 0 知, 當 x→ 0 時, x3 是比 4x 高階的無窮小, 記作 x2 = o(3x) (x→ 0);

(2) 由 lim
x→0

sinx
x

= 1 知, 當 x→ 0 時, sinx 和 x 是等價無窮小, 記作 sinx ∼ x (x→ 0);

(3) 由 lim
x→2

x2 − 4

x− 2
= 4 知, 當 x→ 2 時, x2 − 4 是 x− 2 的同階無窮小;

(4) 由 lim
n→∞

1
n
1
n2

= ∞ 知, 當 n→ ∞ 時, 1

n
是比

1

n2
低階的無窮小;

(5) 由 lim
x→0

1− cosx
x2

=
1

2
知, 當 x → 0 時, 1− cosx 是關於 x 的二階無窮小, 也說 1− cosx 和 x2 是同階

無窮小.

例 1.5.21 (1) 由 lim
x→+∞

x4

x3 + 1
= +∞ 知, 當 x→ +∞ 時, x4 是比 x3 + 1 更高階的無窮大;

(2) 由 lim
x→+∞

lnx
x2 + 1

= 0 知, 當 x→ +∞ 時, lnx 是比 x2 + 1 更低階的無窮大, 記作
lnx = o(x2 + 1) (x→ −∞);

(3) 由 lim
x→+∞

x√
x2 + 1

= 1 知, 當 x→ +∞ 時, x 和
√
x2 + 1 是等價無窮大, 記作 x ∼

√
x2 + 1 (x→ 0);

(4) 由 lim
x→−∞

2x− 1

3x+ 1
=

2

3
知, 當 x→ −∞ 時, 2x− 1 是 3x+ 1 的同階無窮大.

例 1.5.22 證明當 x→ 0 時,
√
x+ 1− 1 ∼ 1

2x.

證明 lim
x→0

√
1 + x− 1

1
2x

= lim
x→0

2(
√
1 + x− 1)(

√
1 + x+ 1)

x(
√
1 + x+ 1)

= lim
x→0

2√
1 + x+ 1

= 1.

定理 1.5.23 設 f, g 為自變量的同一變化過程中的無窮小 (或無窮大), 那麼 f ∼ g ⇐⇒ g = f + o(f).

證明 必要性的證明: 設 f ∼ g, 則

lim g − f

f
= lim

(
g

f
− 1

)
= lim g

f
− lim 1 = 1− 1 = 0,

所以 g − f = o(f), 即 g = f + o(f).
充分性的證明: 設 g = f + o(f), 則

lim g

f
= lim f + o(f)

f
= lim

(
1 +

o(f)

f

)
= lim 1 + lim o(f)

f
= 1 + 0 = 1,

所以 f ∼ g.
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定理 1.5.24 (等價無窮小替換) 若無窮小量 h(x) ∼ l(x), 且 lim l(x)f(x) 存在, 則有

(1) limh(x) · f(x) = lim l(x) · f(x);

(2) lim f(x)

h(x)
= lim f(x)

l(x)
.

註記 1.5.25 limh(x) · f(x) 和 lim l(x) · f(x) 同時存在或同時不存在; lim f(x)
h(x) 和 lim f(x)

l(x) 同時存在或同時

不存在.

證明 (1) limh(x)f(x) = lim h(x)

l(x)
l(x)f(x) = lim l(x)f(x);

(2) lim f(x)

h(x)
= lim f(x)

l(x)

l(x)

h(x)
= lim f(x)

l(x)
.

註記 1.5.26 (等價無窮大替換) 由以上定理的 (2) 以及定理 1.5.12 可看出, 等價無窮大也有類似 (1) 的替
換技巧; 而由 (1) 可看出, 等價無窮大也有類似 (2) 的替換技巧. 因此我們將定理 1.5.24 的條件中的 h(x) 和

l(x) 改成等價無窮大, 定理仍成立.

注意 1.5.27 定理 1.5.23 及註記 1.5.26 說明, 如果 φ 及 ψ 是自變量同一變化過程中的無窮大, 且 φ 比 ψ 高

階, 則在極限中可直接略去所有較低階的項及有界項, 只留下最高階的項. 例如,

lim
x→∞

amx
m + · · ·+ a1x+ a0

bnxn + · · ·+ b1x+ b0
= lim
x→∞

amx
m

bnxn
,

或者例如當 x→ +∞ 時, ln(1 + x) ∼ lnx.

等價無窮小的應用

定理 1.5.28 (常用無窮小替換公式) 當 x→ 0 時,

(1) x ∼ sinx ∼ tanx ∼ arcsinx ∼ arctanx;

(2) 1− cosx ∼ x2

2 ; (1 + x)µ − 1 ∼ µx (µ ∈ R, µ 6= 0);

(3) x ∼ ln(1 + x) ∼ ex − 1; ax − 1 ∼ x ln a (a > 0, a 6= 1).

證明 (1) 依定理 1.4.10, lim
x→0

sinx
x

= 1;

(2) lim
x→0

tanx
x

= lim
x→0

sinx
x

· 1

cosx = 1 · 1 = 1;

(3) 令 t = sin−1 x, 則當 x→ 0 時, t→ 0, 於是 lim
x→0

sin−1 x

x
= lim
t→0

t

sin t = 1;

(4) 令 t = tan−1 x, 則當 x→ 0 時, t→ 0, 於是 lim
x→0

tan−1 x

x
= lim
t→0

t

tan t = 1;

(5) lim
x→0

1− cosx
x2

2

= lim
x→0

2 sin2 x2
x2

2

= lim
x→0

( sin x
2

x
2

)2

= 12 = 1;

(6) 令 y = (1 + x)
1
x , 則當 x→ 0 時, y → e, 於是 lim

x→0

ln(1 + x)

x
= lim
x→0

ln(1 + x)
1
x = lim

y→e
ln y = ln e = 1 (宣

稱 limy→e ln y = ln e 並使用 ε− δ 語言嚴格證明);
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(7) 令 ex − 1 = t, 則 x = ln(1 + t), 當 x → 0 時, t → 0, 於是 lim
x→0

ex − 1

x
= lim

t→0

t

ln(1 + t)
= 1 (見定理

1.7.29);

(8) lim
x→0

(1 + x)µ − 1

µx
= lim
x→0

(
eµ ln(1+x) − 1

µ ln(1 + x)

)(
ln(1 + x)

x

)
= 1.

註記 1.5.29 在上述等價無窮小中, 如果 f(x) 也是無窮小, 則以 f(x) 代替以上公式中的 x 仍成立. 例如,
當 x→ 0 時, x2 是無窮小, 且有 sinx2 ∼ x2.

例 1.5.30 (用等價無窮小代換公式求極限) (1) lim
x→0

tan 2x
tan 5x = lim

x→0

2x

5x
=

2

5
;

(2) lim
x→0

sinx
x2 + 2x

= lim
x→0

x

x2 + 2x
= lim
x→0

1

x+ 2
=

1

2
;

(3) lim
x→0

ln2(1 + x)

1− cosx = lim
x→0

x2

x2

2

= 2;

(4) lim
x→0

√
1 + x− 1

arctanx = lim
x→0

1
2x

x
=

1

2
;

(5) lim
x→a

ex − ea

x− a
= lim
x→a

ea(ex−a − 1)

x− a
= ea lim

x→a

ex−a − 1

x− a
= ea lim

x→0

x− a

x− a
= ea · 1 = ea.

例 1.5.31 當 x→ 0 時, (1 + αx2)
1
3 − 1 與 cosx− 1 為等價無窮小, 求常數 α 的值.

解 由

lim
x→0

(1 + αx2)
1
3 − 1

cosx− 1
= lim
x→0

1
3αx

2

− 1
2x

2
= −2

3
α = 1,

得 α = − 3
2 .

注意 1.5.32 (1) 被代換的量必須是等價無窮小.

(2) 被代換的量, 作為被乘除的元素時可以直接代換, 但作為加減元素則不能直接代換 (以下提供一個例
子).

例 1.5.33 求極限 lim
x→0

tanx− sinx
x3

.

解 錯解: 因為當 x→ 0 時, sinx ∼ x, tanx ∼ x, 所以

lim
x→0

tanx− sinx
x3

= lim
x→0

x− x

x3
= 0. (×)

正解:

lim
x→0

tanx− sinx
x3

= lim
x→0

sinx · ( 1
cos x − 1)

x3
= lim
x→0

sinx · 1−cos x
cos x

x3
= lim
x→0

x ·
1
2x

2

cos x
x3

= lim
x→0

1

2 cosx =
1

2

註記 1.5.34 雖然當 x → 0 時, tanx − sinx 確實是無窮小, 但 limx→0
0

tan x−sin x = 0 6= 1, 即 0 是比

tanx− sinx 高階的無窮小, 因此以上錯解中把無窮小 tanx− sinx 直接替換成 0 並不是等價無窮小替換.

注意 1.5.35 定理 1.5.24 告訴我們: 在計算極限的過程中, 極限式中的無窮小及無窮大乘積因子可以直接等
價替換, 但例 1.5.33 表明無窮小或無窮大不一定能在加減項之間進行等價替換, 因為替換後可能會因為兩個
無窮小或無窮大直接互相消去導致丟失更高階的無窮小 (實際上, 等價無窮小的本質就是低階泰勒展開, 將來
會接觸到函數的泰勒展開; 而上例中 tanx 及 sinx 可以分別替換成 x+ 1

3x
3 及 x− 1

6x
3, 這裡的 x3 項會發揮

作用). 需要補上額外的條件, 才可以將加減項中的無窮小或無窮大等價替換.
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命題 1.5.36 設有等價無窮小 α ∼ α1, β ∼ β1, 且 lim α
β = c /∈ {0, 1}, 那麼 α − β ∼ α1 − β1. 也就是說, 兩

個同階但非等價的無窮小之差的每一項都可以用與之等價的無窮小代換.

證明 因為 lim α
α1

= 1, lim β
β1

= 1, 所以

lim α− β

α1 − β1
= lim

α
β − 1
α1

β1
− 1

· β
β1

=
c− 1

c− 1
· 1 = 1,

故 α− β ∼ α1 − β1.

例 1.5.37 當 x→ 0 時, tan 3x− sinx ∼ 3x− x = 2x.

例 1.5.38 當 x→ 0 時, ln(1 + x− x2)− x 不能替換成 x− x2 − x, 因為

lim
x→0

x− x2

x
= lim
x→0

(1− x) = 1,

不滿足命題條件.

命題 1.5.39 設有等價無窮小 α ∼ α1, β ∼ β1, 且 lim α
β = c /∈ {0,−1}, 那麼 α+ β ∼ α1 + β1. 也就是說, 兩

個同階但非等價的無窮小之和的每一項都可以用與之等價的無窮小代換.

證明 因為 lim α
α1

= 1, lim β
β1

= 1, 所以

lim α+ β

α1 + β1
= lim

α
β + 1
α1

β1
+ 1

· β
β1

=
c+ 1

c+ 1
· 1 = 1,

故 α+ β ∼ α1 + β1.

註記 1.5.40 此命題相當於將條件中的 β 及 β1 看作命題 1.5.36 中的 −β 及 −β1, 故此處不再多舉例子.

命題 1.5.41 設有等價無窮小 α ∼ α1, β ∼ β1, 且 αβ ≥ 0 (即 α, β 是同號的無窮小), 那麼 α+ β ∼ α1 + β1.
也就是說, 兩個同號無窮小之和的每一項都可以用與之等價的無窮小代換.

例 1.5.42 當 x→ 0 時, tan 3x+ sinx ∼ 3x+ x = 4x.

等價無窮大的應用

定理 1.5.43 (常用無窮大替換公式) 設 m > n > 0, ab 6= 0, 那麼

(1) 當 x→ ∞ 時, axm + bxn ∼ axm (即多項式只留下最高次項);

(2) 當 x→ +∞ 時, amx + bnx ∼ amx (即指數函數的線性組合式只留下最大底數的項);

(3) 當 x→ −∞ 時, amx + bnx ∼ bnx (即指數函數的線性組合式只留下最小底數的項);

(4) 當 x→ +∞ 時, ln(1 + xα) ∼ α lnx (α > 0);

(5) 若 f, g 是同一極限過程的等價正無窮大, 則 ln f(x) ∼ ln g(x) (即對數函數的真數部分可直接做等價正
無窮大替換);

(6) 若 f, g 是同一極限過程的等價正無窮大, µ > 0, 則 [f(x)]µ ∼ [g(x)]µ (即冪函數的底數部分可直接做等
價正無窮大替換);

(7) (司特林公式) 當 n→ ∞ 時, ln(n!) ∼ n lnn, n! ∼
√
2πn

(
n
e

)n.
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注意 1.5.44 f(x) 和 g(x) 是同一極限過程的等價無窮大推不出 ef(x) 和 eg(x) 也是該極限過程的等價無窮

大. 例如: x ∼ x+ 1 (x→ +∞), 但

lim
x→+∞

ex

ex+1
=

1

e
.

定理 1.5.45 如果 f , g 為自變量同一變化過程中同號的無窮大 (即同為正無窮大或同為負無窮大), 且
lim(f − g) 存在, 那麼 f ∼ g.

證明 設 lim(f − g) = A, 那麼

lim f

g
= lim

(
f − g

g
+ 1

)
= lim(f − g) · lim 1

g
+ 1 = A · 0 + 1 = 1.

例 1.5.46 (用等價無窮大代換公式求極限) (1) lim
x→+∞

2x2 + 3ex

3x2 + 2ex
= lim
x→+∞

3ex

2ex
=

3

2
;

(2) lim
n→∞

4n2 + 2 sinn
3n2 + 6n+ lnn = lim

n→∞

4n2

3n2
=

4

3
;

(3) lim
x→−∞

2 · 2x + 3 · 3x

4 · 4x + 2 · 2x
= lim
x→−∞

2 · 2x

2 · 2x
= 1.

註記 1.5.47 對於分子、分母中各具有若干項和差形式的 ∞
∞ 型極限, 總可以保留最高階的無窮大, 而略去

其他較低階的無窮大或有界量.

例 1.5.48 求

lim
x→∞

(x+ 1)
(
x2 + 1

)
· · · (xn + 1)

[(nx)n + 1]
n+1
2

.

解 略去所有有界量, 即 k = 1, 2, . . . , n, 都有 xk + 1 ∼ xk, [(nx)n + 1]
n+1
2 ∼ [(nx)n]

n+1
2 = (nx)

n(n+1)
2 ,

原式 = lim
x→∞

x · x2 · · · · · xn

(nx)
n(n+1)

2

= lim
x→∞

x
n(n+1)

2

(nx)
n(n+1)

2

= n−
n(n+1)

2 .

例 1.5.49 求極限 limx→0+
(√

1− x− 1
)
· ln
(
1 + e1/x

)
.

解 無窮小替換:
√
1− x− 1 ∼ −1

2
x;

無窮大替換:

ln
(
1 + e1/x

)
∼ ln e1/x =

1

x
;

故

原式 = lim
x→0+

(
−1

2
x

)
· 1
x
= −1

2
.

定理 1.5.50 當 x→ +∞ 時, 冪指函數、階乘 (Γ 函數)、指數函數、冪函數和對數函數有如下關係:

xx � x! � ax � xµ � logb x,

其中, a, b > 1, µ > 0, 而 x! 看作 n!, 用來處理數列的極限, 這裡只是借用符號.
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證明 ax � xµ 的證明: 先考慮 µ = k ∈ N 的情形, 令 a = 1 + c (c > 0), 則對任何 n ∈ N, 有

an = (1 + c)n = 1 + nc+
n(n− 1)

2
c2 + · · ·+ cn >

n(n− 1)

2
c2,

從而

0 <
n

an
<

2

(n− 1)c2
,

依夾擠定理，有

lim
n→∞

n

an
= 0.

那麼

lim
n→∞

nk

an
= lim
n→∞

(
n

( k
√
a)
n

)k
= 0.

由於

0 <
xk

ax
≤ (1 + bxc)k

a⌊x⌋
,

故

lim
x→+∞

xk

ax
= 0.

對於一般的 µ > 0, 取 k ∈ N, k > µ, 則

0 <
xµ

ax
≤ xk

ax
(x > 1),

因此

lim
x→+∞

xµ

ax
= 0.

logb x� xµ 的證明: 令 y = logb x, 則 x = by, 當 x→ +∞ 時, y → +∞, 所以

lim
x→+∞

logb x
xµ

= lim
y→+∞

y

(aµ)y
= 0.

餘者留作習題.

註記 1.5.51 命題 1.5.36, 1.5.39, 1.5.41 中的所有「無窮小」改成「無窮大」, 結論仍成立.

例 1.5.52 (1) 因為

√
3x± 1 ∼

√
3x (x→ +∞) 且 lim

x→+∞

√
3x+ 1√
3x− 1

= 1 /∈ {0,−1},

所以依命題 1.5.39 可知,
√
3x+ 1 +

√
3x− 1 ∼

√
3x+

√
3x = 2

√
3x (x→ +∞).

類似地, 有
√
x+ 1 +

√
x− 1 ∼ 2

√
x (x→ +∞),

因此

lim
x→+∞

√
3x+ 1 +

√
3x− 1√

x+ 1 +
√
x− 1

= lim
x→+∞

2
√
3x

2
√
x

=
√
3.
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(2) 當 x→ +∞ 時, 因為 √
4x2 − x+ 1 ∼ 2x (x→ +∞),

但

lim
x→+∞

√
4x2 − x+ 1

2x
= lim
x→+∞

2x

2x
= 1,

所以極限

lim
x→∞

(√
4x2 − x+ 1− 2x

)
無法直接依命題 1.5.36 寫成 limx→+∞ (2x− 2x) = 0. 實際上, 正解為

lim
x→+∞

(√
4x2 − x+ 1− 2x

)
= lim
x→+∞

−x+ 1√
4x2 − x+ 1 + 2x

= lim
x→+∞

−x
2x+ 2x

= −1

4
.

例 1.5.53 求 limn→∞ sin
√
4n2 + nπ.

解 錯解: 代換 4n2 + n ∼ 4n2,

lim
n→∞

sin
√
4n2 + nπ = lim

n→∞
sin

√
4n2π = lim

n→∞
sin 4nπ = 0 (×)

正解:

lim
n→∞

sin
√

4n2 + nπ = lim
n→∞

sin
(√

4n2 + n− 2n
)
π = lim

n→∞
sin n√

4n2 + n+ 2n
π

= lim
n→∞

sin n√
4n2 + 2n

π = lim
n→∞

sin π
4
=

√
2

2
.

1.6 漸近線

定義 1.6.1 如果

lim
x→+∞

f(x) = A 或 lim
x→−∞

f(x) = A,

那麼稱直線 y = A 為函數 y = f(x) 圖形的水平漸近線.

x

y

y = L

y = f(x)

x

y

y = L

y = f(x)

x

y

y = L

y = f(x)

例 1.6.2 因為

lim
x→+∞

arctanx =
π

2
, lim

x→−∞
arctanx = −π

2
, lim

x→∞

sinx
x

= 0,

所以直線 y = π
2 和 y = −π

2 為函數 y = arctanx 圖形的水平漸近線, x 軸是函數 y = sin x
x 的水平漸近線.
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x

y

y = π
2

y = −π
2

y = arctanx
x

y

y =
sinx
x

註記 1.6.3 (1) 漸近線跟曲線允許相交.

(2) 設 f(x) = anx
n + · · · + a1x + a0, g = bmx

m + · · · + b1x + b0 為非零多項式函數, 其中 an, bm 6= 0, 若
deg f = deg g, 則函數 y = f(x)

g(x) 圖形必有水平漸近線 y = an
bm

; 若 deg f < deg g, 則函數 y = f(x)
g(x) 圖形

必有水平漸近線 y = 0.

定義 1.6.4 若

lim
x→x+

0

f(x) = ∞ 或 lim
x→x−

0

f(x) = ∞,

則稱直線 x = x0 為函數 y = f(x) 圖形的鉛直漸近線.

x

y

x = x0

y = f(x)

x

y

x = x0

y = f(x)

x

y

x = x0

y = f(x)

x

y

x = x0

y = f(x)

例 1.6.5 因為

lim
x→0+

1

x
= +∞, lim

x→0−

1

x
= −∞,

lim
x→−π

2
−
secx = −∞, lim

x→−π
2

+
secx = +∞, lim

x→π
2

−
secx = +∞, lim

x→π
2

+
secx = −∞,

所以 y 軸是函數 f(x) = 1
x 的鉛直漸近線, 直線 x = ±π

2 是函數 f(x) = secx 曲線的兩條鉛直漸近線.

x

y

y =
1

x

x

y

x = π
2x = −π

2

y = secx

註記 1.6.6 若 f(x) = p(x)
(x−a)q(x) 且 p(a) 6= 0, 則 y = f(x) 有鉛直漸近線.
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定義 1.6.7 若

lim
x→+∞

[f(x)− (mx+ c)] = 0 或 lim
x→−∞

[f(x)− (mx+ c)] = 0,

則稱直線 y = mx+ c 為函數 y = f(x) 圖形的斜漸近線.

註記 1.6.8 m 和 c 的求法:

m = lim
x→±∞

f(x)

x
, c = lim

x→±∞
[f(x)−mx] x

y

y
=
m
x
+
c

y = f(x)

例 1.6.9 因為

lim
x→∞

[(
x+

1

x

)
− x

]
= lim
x→∞

1

x
= 0,

lim
x→+∞

(√
x2 + 1− x

)
= lim
x→+∞

1√
x2 + 1 + x

= 0, lim
x→−∞

(√
x2 + 1 + x

)
= lim
x→−∞

1√
x2 + 1− x

= 0,

所以直線 y = x 是函數 f(x) = x+ 1
x 曲線的斜漸近線, 直線 y = ±x 是函數 f(x) =

√
x2 + 1 曲線的斜漸近

線.

x

y

y = x

y = x+ 1
x

x

y

y = x y = −x

y =
√
x2 + 1

註記 1.6.10 若有理函數可寫成帶分式 f(x) = mx+ c+ r(x)
q(x) (即當 f(x) 為假分式時, 分子比分母的次數恰

多 1), 則有斜漸近線 mx+ c.

定義 1.6.11 若

lim
x→+∞

[f(x)− g(x)] = 0 或 lim
x→−∞

[f(x)− g(x)] = 0,

則稱直線 y = g(x) 為函數 y = f(x) 圖形的漸近曲線.

例 1.6.12 因為

lim
x→∞

[(
x2 +

1

x

)
− x2

]
= lim
x→∞

1

x
= 0,

lim
x→+∞

(
coshx− ex

2

)
= lim
x→+∞

(
ex + e−x

2
− ex

2

)
= lim
x→+∞

e−x

2
= 0,

lim
x→−∞

(
coshx− e−x

2

)
= lim
x→−∞

(
ex + e−x

2
− e−x

2

)
= lim
x→−∞

ex

2
= 0,

所以曲線 y = x2 是函數 f(x) = x2 + 1
x 圖像的漸近曲線; 曲線 y = 1

2e
−x 和 y = 1

2e
x 是函數 f(x) = coshx

的兩條漸近曲線.
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x

y

y = x2 + 1
x

y = x2

x

y

y = 1
2e
x

y = 1
2e

−x

y = coshx

註記 1.6.13 若有理函數可寫成帶分式 f(x) = g(x) + r(x)
q(x) (即當 f(x) 為假分式時, 分子比分母的次數多至

少 2), 則有漸近曲線 y = g(x).

補充 1.6.14 設有參數曲線 {
x = φ(t);

y = ψ(t),

(1) 當
lim
t→t1

φ(t) = a 且 lim
t→t1

ψ(t) = ∞

時, 曲線有鉛直漸近線 x = a.

(2) 當
lim
t→t2

φ(t) = ∞ 且 lim
t→t2

ψ(t) = b

時, 曲線有水平漸近線 y = b.

(3) 當

lim
t→t3

φ(t) = ∞ 且 lim
t→t3

ψ(t) = ∞ 且 k = lim
t→t3

ψ(t)

φ(t)
且 c = lim

t→t3
[ψ(t)− kφ(t)]

時, 曲線有斜漸近線 y = kx+ c.

補充 1.6.15 設有極曲線

ρ = ρ(φ) 或 F (ρ, φ) = 0,

如果極限

α = lim
ρ→+∞

φ 及 p = lim
ρ→+∞

[ρ sin(α− φ)]

存在 (註: ρ→ +∞ 可替換成 φ→ α), 那麼該極曲線必有漸近線,
其傾斜角為 α, 而極點到其的距離為 p.

x

y

p
α

ρ = ρ(φ)

補充 1.6.16 曲線 F (x, y) = 0 的漸近線的求法:

(1) 斜漸近線或水平漸近線 y = kx+ b: 先把 y = kx+ b 代入原方程得

Anx
n +An−1x

n−1 + · · ·+A1x+A0 = 0,

再用 {
A0(k) = 0

A1(k, b) = 0

判斷 k 和 b 的值.
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(2) 鉛直漸近線 x = a: 先把 x = a 代入原方程得

Bmy
m +Bm−1y

m−1 + · · ·+B1y +B0 = 0,

再用

B1(a) = 0

判斷 a 的值.

註記 1.6.17 若 F (x, y) 為雙變數多項式, 且 y 和 x 的最高次數相等, 則 F (x, y) = 0 可能有斜漸近線.

1.7 函數的連續性與間斷點

連續函數的定義與性質

定義 1.7.1 設函數 f 在點 x0 的某個鄰域有定義, 如果

lim
x→x0

f(x) = f(x0),

則稱函數 f 在點 x0 處連續, 即

∀ ε > 0, ∃ δ > 0, 當 |x− x0| < δ時, 恆有 |f(x)− f(x0)| < ε.

注意 1.7.2 和極限概念中有分左、右極限一樣, 函數也有分左、右連續.

(1) 若 f(x+0 ) = limx→x+
0
f(x) = f(x0), 則稱函數 f 在點 x0 處右連續;

(2) 若 f(x−0 ) = limx→x−
0
f(x) = f(x0), 則稱函數 f 在點 x0 處左連續.

顯然有:
lim
x→x0

f(x) = f(x0) ⇐⇒ f(x−0 ) = f(x+0 ) = f(x0)

註記 1.7.3 函數在點 x0 處連續的三要素:

(1) 函數在點 x0 處有定義, 即 f(x0) 存在;

(2) 極限 limx→x0 f(x) 存在, 即 f(x−0 ) = f(x+0 );

(3) limx→x0 f(x) = f(x0).

定義 1.7.4 (1) 若函數 f 在開區間 (a, b) (或 (−∞,+∞)) 內處處連續 (每一點逐點連續), 則稱函數 f 在

開區間 (a, b) (或 (−∞,+∞)) 內連續.

(2) 若函數 f 在開區間 (a, b) 內連續, 且在 x = a 處右連續, 在 x = b 處左連續, 則稱函數 f 在閉區間 [a, b]

上連續.
對於半開半閉的區間或半無窮區間仍有類似的定義.

例 1.7.5 設 P (x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 為多項式函數, 由極限的運算法則可知, P 在 (−∞,+∞) 內連續,

即

∀ x0 ∈ (−∞,+∞), lim
x→x0

P (x) = P (x0).

例 1.7.6 設 f(x) = P (x)
Q(x) , 其中 P,Q 為多項式, 若 Q(x0) 6= 0, 則有

lim
x→x0

F (x) = lim
x→x0

P (x)

Q(x)
=
P (x0)

Q(x0)
= F (x0),

即 F 在定義域內的每一點處都連續.
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例 1.7.7 設 f(x) =
√
x, x0 ≥ 0, 由 limx→x0

√
x =

√
x0 可知 f 在 [0,+∞) 內連續.

註記 1.7.8 當 x0 = 0 時, limx→0
√
x = limx→0+

√
x = 0, 因為 f 在 0 的左側沒有定義.

定理 1.7.9 設 f 在點 x0 處有定義, 那麼若且唯若 f 在點 x0 處連續, 則對所有滿足 xn 6= x0 且 xn → x0
的數列 {xn} ⊂ Df , limn→∞ f(xn) = f(x0) 都成立.

證明 充分性: 任給 ε > 0, 因為 f 在點 x0 處連續, 所以

∃ δ > 0 , 當 |x− x0| < δ時, 恆有 |f(x)− f(x0)| < ε.

設有數列 {xn} 滿足 xn 6= x0 且 xn → x0, 那麼對於以上的 δ,

∃N ∈ N , 當n 6= N時, 恆有 |xn − x0| < δ,

故對於任給的該 ε > 0, 存在 N ∈ N, 當 n ≥ N 時, |xn − x0| < δ, 從而

|f(xn)− f(x0)| < ε,

即

lim
n→∞

f(xn) = f(x0).

必要性: 假設 f 在點 x0 處不連續, 那麼

∃ ε0 > 0使得 ∀ δ > 0, ∃ x ∈ Df滿足 |x− x0| < δ且 |f(x)− f(x0)| ≥ ε0.

對於該 ε0 > 0, 取 δ = 1
n , n ∈ N, 則

∃ {xn} ⊂ Df使 |xn − x0| <
1

n
且 |f(xn)− f(x0)| ≥ ε0,

所以數列 {xn} 收斂於 x0, 但數列 {f(xn)} 不收斂於 f(x0), 矛盾, 故必須要有

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

定義 1.7.10 設函數 f 在 x0 的去心鄰域內有定義. 若 f 滿足以下三種情況的其中一種:

(1) 在 x = x0 處沒有定義;

(2) 雖然在 x = x0 處有定義, 但 limx→x0 f(x) 不存在 (f(x+0 ), f(x−0 ) 有至少一者不存在, 或兩者均存在但
不相等) ;

(3) 雖然在 x = x0 處有定義, 且 limx→x0 f(x) 存在, 但 limx→x0 f(x) 6= f(x),

則稱 f 在 x = x0 處間斷 (或不連續), x0 稱為 f 的間斷點或不連續點.

定義 1.7.11 設 x0 為 f 的間斷點,
第一類間斷點: f(x+0 ), f(x−0 )均存在

{
可去間斷點: f(x+0 ) = f(x−0 )但 f(x0)沒有定義

跳躍間斷點: f(x+0 ) 6= f(x−0 )

第二類間斷點: f(x+0 ), f(x−0 )至少有一者不存在
{
無窮間斷點: f(x+0 ) = ∞或 f(x−0 ) = ∞
震盪間斷點: f(x+0 )或 f(x−0 )在某區間上變動無限多次
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註記 1.7.12 震盪間斷點牽涉到「上極限」和「下極限」的概念, 暫不仔細說明和討論, 這裡直接寫出其數
學描述:

lim sup
x→x0

f(x)− lim inf
x→x0

f(x) := lim
δ→0+

sup
x∈B′(x0,δ)

f(x)− lim
δ→0+

inf
x∈B′(x0,δ)

f(x) > 0

x

y

x

y

x

y

x

y

例 1.7.13 函數 f(x) = sin x
x 在點 x = 0 處無定義, 但

lim
x→0

sinx
x

= 1,

故 x = 0 為 f 的可去間斷點. 若額外定義 f(0) = 1, 則 f 在點 x = 0 處連續.

例 1.7.14 設

f(x) =

{
x2−9
x−3 , x > 3

x− 1, x ≤ 3

那麼 f(3) = 2, 但

f(3+) = lim
x→3+

x2 − 9

x+ 3
= 6 6= 2 = lim

x→3−
(x− 1) = f(3−),

故 x = 3 是 f 的跳躍間斷點.

例 1.7.15 設 f(x) = tanx, 則

lim
x→π

2
−
f(x) = +∞, lim

x→π
2

+
f(x) = −∞,

故 x = π
2 是 f 的無窮間斷點.

例 1.7.16 f(x) = sin 1
x 在點 x = 0 處無定義, 又當 x→ 0 時, sin 1

x 在 [−1, 1] 中變動無限多次, 故 x = 0 為

f 的震盪間斷點.

例 1.7.17 討論 f(x) = limn→∞
xn

1+xn (x ≥ 0) 的連續性.

解 當 0 ≤ x < 1 時, limn→∞ xn = 0, f(x) = 0; 當 x = 1 時, f(x) = 1
2 ; 當 x > 1 時,

f(x) = lim
n→∞

xn

1 + xn
= lim
n→∞

1

1 + 1
xn

= 1 ;

故有

f(x) =


0, 0 ≤ x < 1;

1
2 , x = 1;

1, x > 1,

因此, f 在區間 [0, 1) 和 (1,+∞) 內連續, x = 1 是 f 的跳躍間斷點.
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例 1.7.18 (爆米花函數／黎曼函數) 將函數 f : [0,+∞) → R 定義成

f(x) =

{
0, x = 0或x ∈ R \Q;

1
q , x = p

q , 其中 p, q ∈ N且 gcd(p, q) = 1,

證明 f 在點 0 及所有無理數點處都連續、在除了 0 以外的所有有理數點都不連續.

證明 令 ε > 0, 考慮點 x0 ∈ [0,+∞) 處的連續性.
若 x0 是無理數, 則

|f(x)− f(x0)|

{
> 0, x ∈ Q;

= 0, x /∈ Q,

由實數的阿基米德性 (見定理 1.2.8 的註記), 存在 N ∈ N 使 1
N < ε, 考慮集合

S =
{m
n

∈ Q+ : gcd(m,n) = 1, 1 ≤ n ≤ N, x0 − 1 ≤ m

n
≤ x0 + 1

}
,

即此集合包含分母不超過 N 且與點 x0 之距離不超過 1 的所有正有理數點, 那麼 S 是不含 x0 且離散的點

集, 所以 ∃ δ = minx∈S |x− x0| > 0 使 (x0 − δ, x0 + δ) ∩ S = ∅. 當 x /∈ Q 時, 結果是顯然的, 故考慮 x ∈ Q
的情形, 當 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩Q 時, 稱 x = m

n , 其中 gcd(m,n) = 1 且 n > N , 故

|f(x)− f(x0)| =
∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ = 1

n
<

1

N
< ε .

若 x0 是有理數, 且 x0 6= 0, 由無理數的稠密性, 可取無理數列 {xn} ⊂ R \Q 滿足 x0 6= x0 且收斂於 x0,
則有

lim
n→∞

f(xn) = 0 6= f(x0),

即 f 在有理數點 x0 6= 0 處不連續. x0 = 0 的情形給讀者留作習題.

例 1.7.19 設函數 f 在 (a, b) 上單調, 則 f 在 (a, b) 內只可能有第一類間斷點.

證明 設 f 在 (a, b) 上單調遞減. 對所有 ξ ∈ (a, b), 在 (a, ξ) 中, f 單調遞減且有下界 f(ξ), 因此依函數的
單調有界收斂準則 (準則 1.4.18) 可知, limx→ξ− f(x) 存在, 而在 (ξ, b) 中, f 單調遞減且有上界 f(ξ), 因此
limx→ξ+ f(x) 存在. 綜上, 若 f 在 ξ 處不連續, 則 ξ 只能是第一類間斷點.

註記 1.7.20 由此例可知: 若 f 在 (a, b) 單調, 則 f 在每一個間斷點的取值具有跳躍性. 比如說, f 在
(a, b) 單調遞增, 且假設 ξ ∈ (a, b) 為 f 的一個間斷點, 則有 f(ξ−) < f(ξ+), 因此 f 在 (a, b) 中取不到

(f(ξ−), f(ξ+)) \ {f(ξ)} 中的值.

定理 1.7.21 (連續函數的四則運算) 設函數 f 和 g 在點 x = x0 處連續, 則

(1) 和 f + g;

(2) 差 f − g;

(3) 積 f · g, λf (λ 是常數);

(4) 商 f
g (g(x0) 6= 0)

都在點 x = x0 處連續.

例 1.7.22 在其定義域上連續 (即在每個有定義的點處連續) 的基本函數: 常數函數、絕對值函數、冪函數、
多項式函數、有理函數、指數函數、對數函數、三角函數、反三角函數、雙曲函數、反雙曲函數.

注意 1.7.23 分段函數不能作為基本函數處理, 在分界點的連續性一般需按定義加以討論.
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定理 1.7.24 (反函數的連續性) 如果函數 f 在區間 (a, b) 上單射且連續, 那麼它的反函數 f−1 也連續.

證明 由 f 是連續的單射函數, 可知 f 在區間 (a, b) 上是單調函數 (為什麼?). 考慮 f 在 (a, b) 上是增函數

的情形, 取任意 c ∈ f((a, b)), 目標是證明 f−1 在點 c 處連續.
由於 f−1(c) ∈ (a, b), 存在 ε > 0 使 f−1(c)− ε 和 f−1(c) + ε 都在開區間 (a, b) 中, 取 δ > 0 使

f(f−1(c)− ε) < c− δ 且 c+ δ < f(f−1(c) + ε),

當 c− δ < x < c+ δ 時,
f(f−1(c)− ε) < x < f(f−1(c) + ε),

又因 f−1 是遞增函數,
f−1)c− ε < f−1(x) < f−1(c) + ε,

即 f−1 在點 c 處連續. 由 c 的任意性, 可知 f−1 在 f((a, b)) 上是連續函數.

註記 1.7.25 以上定理對於其它類型的區間 (如閉區間、半開半閉區間等) 仍成立.

定理 1.7.26 (合成函數的連續性) 設有合成函數 f ◦ g, B(x0) ⊂ Df◦g, 若函數 g 在點 x0 處連續, 而函數 f

在點 g(x0) 處連續, 則合成函數 f ◦ g 在點 x0 處連續, 即

lim
x→x0

f (g(x)) = f

(
lim
x→x0

g(x)

)
= f(g(x0)).

證明 任給 ε > 0, 因 f 在點 g(x0) 處連續, 則

∃ δ1 > 0, 當 |u− g(x0)| < δ時 , |f(u)− f(g(x0))| < ε,

對於該 δ1 > 0, 由 g 在點 x0 處的連續性,

∃ δ > 0, 當 |x− x0| < δ時 , |g(x)− g(x0)| < δ1,

綜合以上兩個條件, 可知
只要 |x− x0| < δ, 便有 |f(g(x))− f(g(x0))| < ε,

即函數 f ◦ g 在點 x0 處連續.

註記 1.7.27 當函數 g 在 |x| 很大時有極限 L, 且 f 在點 L 處連續, 則有

lim
x→∞

f(g(x)) = f(L) = f
(
lim
x→∞

g(x)
)
.

例 1.7.28 (1) lim
x→0

sin
(
cos
(π
2
− x
))

= sin
(
lim
x→0

cos
(π
2
− x
))

= sin
(
cos
(
lim
x→0

(π
2
− x
)))

= sin
(
cos π

2

)
= sin 0 = 0;

(2) lim
x→x0

f(x)g(x) = lim
x→x0

eg(x) ln f(x) = exp
(

lim
x→x0

g(x) ln f(x)
)

= exp(g(x0) ln f(x0)) = f(x0)
g(x0), 其中,

f, g 在點 x0 處連續;

(3) lim
x→0

√
1− x2 =

√
lim
x→0

(1− x2) =
√

1− 02 = 1;

(4) lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim
x→0

ln(1 + x)
1
x = ln

(
lim
x→0

(1 + x)
1
x

)
= ln e = 1;

(5) lim
x→∞

sin
(√
x+ 1−

√
x
)
= sin

(
lim
x→∞

(
√
x+ 1−

√
x)(

√
x+ 1 +

√
x)√

x+ 1 +
√
x

)
= sin

(
lim
x→∞

1√
x+ 1 +

√
x

)
=

sin 0 = 0.
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定理 1.7.29 limx→0
ax−1
x = 1 ⇐⇒ a = e

證明 檢查確定 a 6= 1, 故可令 ax − 1 = t, 則 x = loga(1 + t), 且當 x→ 0 時, t→ 0.

lim
x→0

ax − 1

x
= lim
t→0

t

loga(1 + t)
= lim
t→0

1
1
t loga(1 + t)

= lim
t→0

1

loga(1 + t)
1
t

=
1

limt→0 loga(1 + t)
1
t

=
1

loga
(
limt→0(1 + t)

1
t

) =
1

loga e

所以

lim
x→0

ax − 1

x
= 1 ⇐⇒ loga e = 1 ⇐⇒ a = e.

注意 1.7.30 證明過程中有個副產物: 當 a > 0 時,

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a.

定理 1.7.31 lnx = limn→∞ n
(
x

1
n − 1

)
證明

lim
n→∞

n
(
x

1
n − 1

)
= lim
n→∞

x1/n − 1

1/n
= lim
t→0+

xt − 1

t
= lnx

定理 1.7.32 若數列 {xn} 收斂於 a, 且函數 f 在點 a 處連續, 則

lim
n→∞

f(xn) = f(a) = f
(
lim
n→∞

xn

)
.

證明 任給 ε > 0, 因為 f 在點 a 處連續, 所以

∃ δ > 0 , 當 |x− a| < δ時, 有 |f(x)− f(a)| < ε.

因 {xn} 收斂於 a,
∃N ∈ N , 當n ≥ N時, 有 |xn − a| < δ,

所以當 n ≥ N 時, 有 |f(xn)− f(a)| < ε, 即

lim
n→∞

f(xn) = f(a).

引理 1.7.33 設 a < b, 且 f 在區間 [a, b) 上有定義, 若 f 在點 x0 ∈ [a, b) 處連續, 且 f(x0) > 0, 則存在
ε > 0 及 x1 ∈ [a, b) 使得 x1 > x0, 且對所有 x ∈ [x0, x1], 都有 f(x) > ε.

證明 想法: 若 f(x0) > 0, 則在 x0 附近, 有 f(x) > f(x0)/2.
取 ε = f(x0)/2, 因 x0 < b, 顯然有 δ0 := (b− x0)/2 > 0, 且 a ≤ x < x0 + δ0 蘊含 x ∈ [a, b), 由函數連續

性的定義, 取 0 < δ < δ0, 使得 x ∈ [a, b) 及 |x− x0| < δ 蘊含 |f(x)− f(x0)| < ε. 固定 x1 ∈ (x0, x0 + δ), 設
x ∈ [x0, x1], 根據 ε 及 δ 的選取方式, 有

−f(x0)
2

< f(x)− f(x0) <
f(x0)

2
,

因此 f(x) > f(x0)/2 = ε.
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引理 1.7.34 設 E ⊆ R 為非空子集. 若 E 的上確界 (或下确界) 存在, 則存在數列 {xn} ⊂ E 收斂於 supE
(或 infE).

證明 設 supE 存在, 則根據定理 1.1.6, 對於每個 n ∈ N, 存在 xn ∈ E 使

supE − 1

n
< xn ≤ supE,

依夾擠定理 (準則 1.4.1), xn → supE.
另一情形的證明也類似.

連續定理

定理 1.7.35 (中間值定理／介值定理) 若 f 在區間 [a, b] 上連續, 且 η 是介於 f(a) 和 f(b) 之間 (不含端點)
的數, 則存在 ξ ∈ (a, b) 使 f(ξ) = η.

證明 考慮 f(a) < η < f(b) 的情形 (另一情況與此類似), 考慮集合

E = {x ∈ [a, b] : f(x) < η},

由於 a ∈ E 且 E ⊆ [a, b], E 是 R 的非空、有界子集, 依確界原理 (公理 1.1.3), ξ := supE 存在. 我們斷言:
ξ ∈ (a, b) 且 f(ξ) = η.
依引理 1.7.34, 取一串收斂於 ξ 的數列 {xn} ⊂ E. 因為 E ⊆ [a, b], 由極限的保序性 (系理 1.2.25),

ξ ∈ [a, b], 而且由 f 的連續性及 E 的定義, 可知

f(ξ) = lim
n→∞

f(xn) ≤ η.

假設 f(ξ) < η, 則 η − f(x) 是區間 [a, b) 上的連續函數, 且 N − f(ξ) > 0, 那麼由引理 1.7.33, 存在 ε > 0

及 x1 > ξ 使得 η − f(x1) > ε > 0. 特別來說, x1 ∈ E 且 x1 > supE, 矛盾.
因此, 我們證明了存在 ξ ∈ [a, b] 使得 f(ξ) = η. 又根據假設, f(a) < η < f(b), 所以 ξ /∈ {a, b}, 即

ξ ∈ (a, b).

註記 1.7.36 如果 η 在 f(a) 到 f(b) 之內 (含兩端點), 那麼存在 ξ ∈ [a, b] 滿足 f(ξ) = η.

定理 1.7.37 (勘根定理／零點定理) 設 f 在閉區間 [x1, x2] 上連續, 若 f(x1)f(x2) < 0, 則存在 ξ ∈ (x1, x2)

使得 f(ξ) = 0.

證明 假設 f(x1) < 0 < f(x2) (f(x2) < 0 < f(x1) 的情形類似), 由 f 的連續性, 存在 ξ 使得 ∀ x ∈ [x1, ξ),
f(x) < 0. 令

ξ = sup{ξ : ∀ x ∈ [x1, ξ), f(x) < 0},

顯然 ξ ≤ x2. 若 f(ξ) > 0, 則 f 必在某個從 ξ 的左側延伸出去的區間中是正的, 而在 ξ 的左側, f 應是負的,
所以不可能有 f(ξ) > 0, 據此可得 ξ 6= x2, 即 ξ < x2. 若 f(ξ) < 0, 則存在 t > ξ 使 f 在區間 [x1, t) 上是負

的, 違背了 ξ 的定義. 因此, f(ξ) = 0.

x

y

x1

x2ξ

y = f(x)

勘根定理

x

y

f(a)

f(b)

a b

η

y = f(x)

ξ

中間值定理
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註記 1.7.38 (1) 中間值定理 (定理 1.7.35) 與勘根定理 (定理 1.7.37) 是等價的;

(2) 設 f : R → R 是多項式函數, 若 f 的次數為奇數, 則 f(R) = R.

證明 (1) 顯然當 η = 0 時, 中間值定理即為勘根定理. 考慮 f(a) < η < f(b) 的情形 (另一情況類似), 如
果令

g(x) = f(x)− η,

顯然 g 在 [a, b] 上連續, 且 g(a) < 0, g(b) > 0, 由勘根定理 (定理 1.7.37), 存在 ξ ∈ (a, b) 使 g(ξ) = 0,
即 f(ξ) = η.

(2) 不妨設領導係數為正數 (如果為負數, 考慮 −f). 任予 η ∈ R, 由於

lim
x→−∞

f(x) = −∞, lim
x→+∞

f(x) = +∞,

依極限的嚴格定義, 存在 X > 0, 當 x > X 時, 有 f(x) > η; 當 x < −X 時, 有 f(x) < η. 依中間值定
理 (定理1.7.35), 存在 ξ ∈ (−X,X) ⊆ R 使 f(ξ) = η. 由 η 的任意性, 可知 f 是雙射函數.

例 1.7.39 奇數次多項式 f : R → R 必有實根.

證明 不妨設領導係數為正數 (如果為負數, 考慮 −f). 由於

lim
x→−∞

f(x) = −∞, lim
x→+∞

f(x) = +∞,

因此, 有 α < 0 及 β > 0 滿足 f(α) < 0, f(β) > 0. 我們知道 f 在 [α, β] 上是連續函數, 依勘根定理 (定理
1.7.37), 可知在 (α, β) 內必有 f 的一根, 即 f 至少有一個實根.

例 1.7.40 證明方程式 x · 2x = 1 至少有一個小於 1 的正根.

證明 設 f(x) = x · 2x − 1, f 在 [0, 1] 上連續, 且 f(0) = −1 < 0, f(1) = 2 − 1 = 1 > 0, 即 f(0) · f(1) < 0,
由勘根定理 1.7.37, 知至少存在一點 ξ ∈ (0, 1) 使 f(ξ) = 0, 即方程 x · 2x = 1 至少有一個小於 1 的正根.

例 1.7.41 估計方程 x3 − 6x+ 2 = 0 的根的位置.

解 令 f(x) = x3 − 6x+ 2,
f(−3) = −7 < 0, f(−2) = 6 > 0, f(−1) = 7 > 0, f(0) = 2 > 0, f(1) = −3 < 0, f(2) = −2 < 0,
f(3) = 11 > 0,
由於三次方程至多有 3 個實根, 因此方程 x3 − 6x+ 2 = 0 在區間 (−3,−2), (0, 1), (2, 3) 內各有一個實根.

例 1.7.42 若 f 在 [a, b] 上是連續函數, 且 f−1 存在, 證明 f 在 [a, b] 上嚴格單調.

證明 假設 f 在 [a, b] 上不嚴格單調, 那麼存在

a ≤ x1 < x2 < x3 ≤ b,

滿足以下兩種情形之一:

(1) f(x1) < f(x2) 且 f(x2) > f(x3);

(2) f(x1) > f(x2) 且 f(x2) < f(x3).

如果滿足 (1), 那麼取 η 滿足

max{f(x1), f(x3)} < η < f(x2),

依中間值定理 (定理 1.7.35), 存在 ξ1 ∈ (x1, x2) 和 ξ2 ∈ (x2, x3) 使 f(x1) = η = f(x2), 與 f−1 存在矛盾. 滿
足情況 (2) 證明雷同.
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註記 1.7.43 根據註記 1.7.20, 若單調函數 f 在區間 [a, b] 上不連續, 則它的取值不能是一個區間 (即對於
f(a) = A ≤ y ≤ B = f(b) [或 f(a) = B, f(b) = A], f([a, b]) 6⊆ [A,B] [或 [B,A]]). 將此事實與連續函數的中
間值定理相結合, 便有: 若 f 在區間 I 上單調, 則 f 在 I 上連續的充要條件是 f(I) 是一個區間.

例 1.7.44 (定點定理／不動點定理) 設 f 在閉區間 [a, b] 上連續, 且 ∀ x ∈
[a, b], 均有 a ≤ f(x) ≤ b, 則 ∃ c ∈ [a, b] 使得 f(c) = c.

證明 設 g(x) = f(x) − x, g 在區間 [a, b] 上連續. 因 g(a) = f(a) − a ≥ 0,
g(b) = f(b) − b ≤ 0, 依勘根定理 1.7.37, 存在 c ∈ (a, b) 使 g(c) = 0, 即
f(c) = c. x

y

c

c

y = f(x)

y = x

引理 1.7.45 若 f 在閉區間 [a, b] 上連續, 則 f 在閉區間 [a, b] 有界.

證明 考慮集合

{x ∈ [a, b] : f在 [a, x]有界 },

顯然該集合非空且有上界 b, 故可令

c = sup{x ∈ [a, b] : f在 [a, x]有界 },

斷言: c = b.
假設 c < b, 由 f 的連續性, 存在 ε > 0 使得 f 在 [c− ε, c+ ε] 有界, 據此可得 f 在 [a, c+ ε] 有界, 但 c 應

為最大的數使 f 在 [a, c] 有界, 而 c+ ε > c, 矛盾, 因此 c = b, 也就是說, 對所有 x < b, f 在 [a, b] 都有界. 又
再依 f 的連續性, f 在形如 [b− ε, b] 有界, 由於 b− ε < b, 根據剛剛的論證, 可知 f 在 [a, b− ε] 有界.
綜上, 我們得到 f 在 [a, b− ε] 及 [b− ε, b] 有界, 因此 f 在 [a, b] 有界.

定理 1.7.46 (最值定理) 若函數 f(x) 在有界閉區間上連續, 則該函數在該閉區間上必有最大值和最小值.

證明 依引理 1.7.45, f 在 [a, b] 有界, 令

M = sup
x∈[a,b]

f(x),

希望證明 ∃ c ∈ [a, b] 使 f(c) =M . 我們令

g(x) =
1

M − f(x)
,

若 f 取不到 M , 則 g 在 [a, b] 上連續, 依引理 1.7.45, g 在 [a, b] 有界. 但
當 f(x) → M− 時, g(x) → +∞, 即 g 在 [a, b] 是無界函數, 矛盾, 因此 f 在

[a, b] 上取得最大值. 最小值之情形的證明雷同.

x

y

a

max
x∈[a,b]

f(x)

min
x∈[a,b]

f(x)

b
y = f(x)
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定義 1.8.1 設 f 為映至 Rm 的單變數向量函數, 且在 x0 的去心鄰域中有定義. 如果有一 m 維向量 A, 對於
任意正數 ε > 0, 皆存在 δ > 0, 當 0 < |x− x0| < δ 時, ‖f(x)−A‖ < ε, 則稱 A 為 f 在 x→ x0 時的極限, 或 f
在 x→ x0 時收斂於 A, 記作

lim
x→x0

f(x) = A 或 f(x) → A(x→ x0).

用數學語言描述, 就是:

lim
x→x0

f(x) = A ⇐⇒ ∀ ε > 0, ∃ δ > 0使得只要 0 < |x− x0| < δ , 便有 ‖f(x)− A‖ < ε.
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註記 1.8.2 (1) 有的教材以如下方式 (實值函數的極限) 定義向量函數的極限:

lim
x→x0

f(x) = A ⇐⇒ lim
x→x0

‖f(x)− A‖ = 0

可以證明它們確實等價.

(2) 我們也可以定義當 x→ ∞ 時 f 的極限.

定理 1.8.3 若 limx→x0
f(x) = A, 則 limx→x0

‖f(x)‖ = ‖A‖.

證明 根據三角不等式, 有
0 ≤ |‖f(x)‖ − ‖A‖| ≤ ‖f(x)− A‖,

依夾擠定理 (定理 1.4.5),

只要 lim
x→x0

‖f(x)− A‖ = 0 , 便有 lim
x→x0

|‖f(x)‖ − ‖A‖| = 0.

注意 1.8.4 此定理的逆命題不恆成立, 比如說 f(x) = k, A = −k.

定理 1.8.5 設 f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)), A = (A1, . . . , Am), 那麼

lim
x→x0

f(x) = A ⇐⇒ 對所有 i = 1, . . . ,m , 均有 lim
x→x0

fi(x) = Ai.

證明

lim
x→x0

f(x) = A ⇐⇒ lim
x→x0

‖f(x)− A‖ = 0

⇐⇒ lim
x→x0

Ã
m∑
i=1

(fi(x)−Ai)
2
= 0

⇐⇒ ∀ i = 1, . . . ,m, lim
x→x0

fi(x) = Ai

定理 1.8.6 令 f 及 g 為單變數 m 維向量函數, u 為單變數實函數, α, β 是常數, 且設當 x→ x0 (或 x→ ∞)
時, 有

f(x) → A, g(x) → B, u(x) → c,

那麼

(1) αf(x) + βg(x) → αA + βB;

(2) u(x)f(x) → cA;

(3) f(x) · g(x) = A · B;

當 m = 3 時, 有 f(x)× g(x) = A × B.

證明 僅證明外積的情形. 觀察:

‖f(x)× g(x)− A × B‖ = ‖[f(x)× g(x)]− [A× g(x)] + [A × g(x)]− [A × B]‖

= ‖[(f(x)− A)× g(x)] + [A × (g(x)− B)]‖

≤ ‖(f(x)− A)× g(x)‖+ ‖A × (g(x)− B)‖

≤ ‖f(x)− A‖‖g(x)‖+ ‖A‖‖g(x)− B‖, (1.3)
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其中, (1.3) 用到了外積公式 x × y = ‖x‖‖y‖ sin θ 及不等式 | sinx| ≤ 1, θ 是 x, y 之間的夾角. 依定理 1.8.3,
可知當 x→ x0 時, ‖g(x)‖ → ‖B‖. 因此, 當 x→ x0 時,

‖f(x)− A‖‖g(x)‖+ ‖A‖‖g(x)− B‖ → 0 · ‖B‖+ ‖A‖ · 0 = 0.

由於 0 ≤ ‖f(x)× g(x)− A × B‖, 依夾擠定理 (定理 1.4.5), 即得

‖f(x)× g(x)− A × B‖ → 0.

例 1.8.7 求 f(x) =
(
x, x2, x3

)
當 x→ 2 時的極限.

解

lim
x→2

f(x) = lim
x→2

(
x, x2, x3

)
=
(
lim
x→2

x, lim
x→2

x2, lim
x→2

x3
)

= (2, 4, 8)

定義 1.8.8 設 f 為單變數 m 維向量函數, f 在點 x0 的某個鄰域中有定義. 如果對所有 ε > 0, 存在 δ > 0, 當
|x− x0| < δ 時, 恆有 ‖f(x)− f(x0)‖ < ε, 即

lim
x→x0

f(x) = f(x0),

那麼我們說 f 在點 x0 處連續.

定理 1.8.9 依定理 1.8.6 可知, 若且唯若 f 在點 x0 處連續, 則 f 的各分量函數在點 x0 處連續.
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單元 2

單變數函數的導數及其應用

2.1 導數的基本觀念與簡單函數的求導

定義 2.1.1 設函數 f 在 x0 的某個鄰域內有定義, 如果極限

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

存在, 則該極限稱為函數 f 在點 x0 處的導數, 記作

f ′(x0) 或
df
dx

∣∣∣∣
x=x0

或 Dxf(x0),

此時稱函數 f 在點 x0 處可導. 如果該極限不存在, 則稱函數 f 在點 x0 處不可導. 如果

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= ∞,

則稱函數 f 在點 x0 處的導數為無窮大, 或在點 x0 處有無窮導數.

註記 2.1.2 導數的幾何意義為函數 f 的圖像曲線在某點處的切線斜率, 無窮導數表示該點處的切線與 x 軸

垂直.

定義 2.1.3 如果函數 f 在開區間 (a, b) 內的每一點處均可導, 則稱 f 在 (a, b) 內可導, 此時 (a, b) 內的每一

個點都對應一個導數值, 由函數的定義得一新函數, 稱為 f 的導函數 (簡稱導數), 記作

f ′(x) 或
df
dx 或 Dxf(x),

即

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

註記 2.1.4 顯然有 f ′(x0) = f ′(x)|x=x0
.

例 2.1.5 設 y = x3, 求 y′(1).

解
dy
dx

∣∣∣∣
x=1

= lim
x→1

x3 − 1

x− 1
= lim
x→1

(x2 + x+ 1) = 3.

例 2.1.6 設 f ′(0) 存在, 求

57
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(1) lim
x→0

f(3x)− f(0)

x
; (2) lim

x→0

f(x)

x
, 其中 f(0) = 0.

解 (1) lim
x→0

f(3x)− f(0)

x
= lim

3x→0

f(0 + 3x)− f(0)

3x
· 3 = 3 lim

3x→0

f(0 + 3x)− f(0)

3x
= 3f ′(0).

(2) lim
x→0

f(x)

x
= lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= f ′(0).

例 2.1.7 設 f(x) = C 為常數函數, 則

f ′(x) = lim
h→0

C − C

h
= 0,

即

d
dxC = 0 .

例 2.1.8 設 f(x) = xn (n ∈ N), 則

f ′(x) = lim
h→0

(x+ h)n − xn

h
= lim
h→0

(
nxn−1 +

n(n− 1)

2
xn−2h+ · · ·+ hn−1

)
= nxn−1,

即

d
dxx

n = nxn−1 (n ∈ N) .

例 2.1.9 設 f(x) = xµ (µ ∈ R) 且 x ∈ Df \ {0}, 則

f ′(x) = lim
h→0

(x+ h)µ − xµ

h
= lim
h→0

xµ−1 ·
(
1 + h

x

)µ − 1
h
x

= lim
h→0

xµ−1 ·
(
1 + h

x

)µ − 1

ln
(
1 + h

x

)µ ·
µ ln

(
1 + h

x

)
h
x

= µxµ−1 · lim
t→0

t

ln(1 + t)
· lim

h
x→0

ln
(
1 + h

x

)
h
x

(2.1)

= µxµ−1 · 1 · 1 = µxµ−1,

其中, (2.1) 式使用到等價無窮小的替換 (1 + h
x )
µ − 1 ∼ µ · hx . 因此,

dxµ
dx = µxµ−1 (µ ∈ R) .

註記 2.1.10 由以上例子, 可得一些常用公式:
d
dx (x) = 1,

d
dx

√
x =

1

2
√
x
,

d
dx

(
1

x

)
= − 1

x2

例 2.1.11 設 f(x) = sinx, 則

f ′(x) = lim
h→0

sin(x+ h)− sinx
h

= lim
h→0

1

h
· 2 cos

(
x+

h

2

)
· sin h

2

= lim
h→0

cos
(
x+

h

2

)
·
sin h

2
h
2

= cosx,

即

d
dx sinx = cosx .

類似地, 我們有
d
dx cosx = − sinx .
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例 2.1.12 設 f(x) = ax (a > 0, a 6= 1), 則

f ′(x) = lim
x→0

ax+h − ax

h
= ax · lim

h→0

ah − 1

h
= ax ln a,

其中, 我們有用到定理 1.7.29 的副產物. 因此

d
dxa

x = ax ln a , d
dxe

x = ex .

例 2.1.13 設 f(x) = loga x (a > 0, a 6= 1), 則

f ′(x) = lim
h→0

loga(x+ h)− loga x
h

= lim
h→0

1

h
loga

x+ h

x
= lim
h→0

1

x
· x
h
loga

(
1 +

h

x

)
=

1

x
lim
h→0

loga(1 + h
x )

h
x

=
1

x
lim
h→0

ln
(
1 + h

x

)
h
x

· 1

ln a =
1

x
· 1

ln a =
1

x ln a,

故

d
dx loga x =

1

x ln a ,
d
dx lnx =

1

x
.

定義 2.1.14 (1) 若

lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0

存在, 則稱該極限為 f 在點 x0 處的右導數, 記作 f ′+(x0).

(2) 若

lim
x→x−

0

f(x)− f(x0)

x− x0

存在, 則稱該極限為 f 在點 x0 處的左導數, 記作 f ′−(x0).

(3) 左導數和右導數統稱為單側導數;

(4) 若函數 f 在開區間 (a, b) 上可導, 且在端點處的單側導數存在 (即 f ′+(a), f
′
−(b) 存在), 則稱函數 f 在閉

區間 [a, b] 上可導, 同理可定義函數 f 在 [a,+∞) 及 (−∞, b] 上可導的概念.

註記 2.1.15 與極限類似, f 在點 x0 處可導的充要條件為 f 在點 x0 處的左、右導數都存在且相等.

例 2.1.16 考慮 f(x) = |x| 在 0 處的兩個單側導數,

lim
x→0−

|x| − |0|
x− 0

= lim
x→0−

−x
x

= −1,

lim
x→0+

|x| − |0|
x− 0

= lim
x→0+

x

x
= 1,

左、右導數不相等, 故 f 在 0 處的導數不存在.

例 2.1.17 設 f(x) =

{
sinx, x < 0,

x, x ≥ 0,
求 f ′+(0), f

′
−(0) 及 f ′(0).

解

f ′+(0) = lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
=
x

x
= 1,

f ′−(0) = lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim
x→0−

sinx
x

= 1,

故 f ′(0) = 1.
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定理 2.1.18 實函數 f 在點 x0 處可導的充要條件為: 存在線性函數 T (x) = mx, 使得

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− T (h)

h
= 0. (2.2)

證明 必要性: 設 f 在點 x0 處可導, 令 m = f ′(x0), 則

f(x0 + h)− f(x0)− T (h)

h
=
f(x0 + h)− f(x0)

h
− f ′(x0) → 0 (h→ 0).

充分性: 如果 (2.2) 式對於 T (x) = mx 成立, 且 h 6= 0, 則

f(x0 + h)− f(x0)

h
= m+

f(x0 + h)− f(x0)−mh

h

= m+
f(x0 + h)− f(x0)− T (h)

h
.

由 (2.2) 式可知, 上式的極限為 m, 故

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
= m,

即 f ′(x0) 存在, 且等於 m.

定理 2.1.19 (函數可導性與連續性的關係) 若函數 f 在點 x0 可導, 則函數 f 在 x0 處必連續.

證明 因為函數 f 在點 x0 可導, 即 f ′(x0) 存在, 所以

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

[
f(x)− f(x0)

x− x0
(x− x0) + f(x0)

]
= f ′(x0) · (x0 − x0) + f(x0) = f(x0),

即 f 在點 x0 處連續.

注意 2.1.20 其逆命題未必成立, 例如 f(x) = 3
√
x 在 (−∞,+∞) 上連續, 但在點 x = 0 處不可導, 因為

lim
x→0

3
√
x− 3

√
0

x− 0
= lim
x→0

1
3
√
x2

= +∞.

註記 2.1.21 從函數圖形來看, 函數不可導點常發生在尖點、間斷點 (第一類或第二類) 、切線與 x 軸垂直

的點處等.

x

y

x0O

尖點

x

y

O x0

間斷點

x

y

O x0

鉛直切線 (無窮導數)

2.2 導數的運算法則

定理 2.2.1 (函數的和、差、積、商的求導法則) 若函數 f, g 在點 x 處的導數均存在, 則它們的和、差、
積、商的導數也都存在, 且有

(1) d
dx (f ± g) =

df
dx ± dg

dx 或 (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x);
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(2) d
dx (c · f) = c

df
dx 或 (cf)′(x) = c · f ′(x), 其中 c 為常數;

(3) d
dx (f · g) = df

dx · g + f · dgdx 或 (f · g)′(x) = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x);

(4) d
dx

(
f

g

)
=

df
dx · g − f · dg

dx
g2

或

(
f

g

)′

(x) =
f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)

[g(x)]2
, 其中 g(x) 6= 0.

證明 僅證明 (3) 和 (4) :
(3) 的證明:

(f · g)′(x) = lim
h→0

f(x+ h) · g(x+ h)− f(x) · g(x)
h

= lim
h→0

f(x+ h) · g(x+ h)− f(x) · g(x+ h) + f(x) · g(x+ h)− f(x) · g(x)
h

= lim
h→0

[
f(x+ h)− f(x)

h
· g(x+ h) + f(x) · g(x+ h)− g(x)

h

]
= f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x)

(4) 的證明: (
f

g

)′

(x) = lim
h→0

f(x+h)
g(x+h) −

f(x)
g(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h) · g(x)− f(x) · g(x+ h)

g(x+ h) · g(x) · h

= lim
h→0

[f(x+ h)− f(x)] · g(x)− f(x) · [g(x+ h)− g(x)]

g(x+ h) · g(x) · h

= lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h · g(x)− f(x) · g(x+h)−g(x)h

g(x+ h) · g(x)

=
f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)

[g(x)]2

系理 2.2.2 (1) d
dx (af + bg) = a

df
dx + b

dg
dx 或 (af + bg)′(x) = a · f ′(x) + b · g′(x), 其中 a, b 為常數;

(2) 若 f, g, h 均可導, 則 f · g · h 也可導, 且 d
dx (f · g · h) =

df
dx · g · h + f · dg

dx · h + f · g · dhdx 或
(f · g · h)′(x) = f ′(x) · g(x) · h(x) + f(x) · g′(x) · h(x) + f(x) · g(x) · h′(x), 據此可推廣到 n 個函數之積.

(3)
(
1

f

)′

(x) = − f ′(x)

[f ′(x)]2
, 其中 f(x) 6= 0.

例 2.2.3 (1) d
dx tanx =

d
dx

(
sinx
cosx

)
=

cosx · cosx− sinx · (− sinx)
cos2 x =

1

cos2 x = sec2 x;

(2) d
dx cotx =

d
dx

(cosx
sinx

)
=

− sinx · sinx− cosx · cosx
sin2 x

=
−1

sinx = − csc2 x;

(3) d
dx secx =

d
dx

(
1

cosx

)
=

0− (− sinx)
cos2 x = secx · tanx;

(4) d
dx cscx =

d
dx

(
1

sinx

)
=

0− cosx
sin2 x

= − cscx · cotx.
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例 2.2.4 (1) d
dx (2

x − lnx+ cosx+ 2e) =
d
dx2

x − d
dx lnx+

d
dx cosx+

d
dx2e = 2x ln 2− 1

x
− sinx;

(2) d
dx (x

4 + 3 tanx− sinπ) = d
dxx

4 + 3
d
dx tanx− d

dx sinπ = 4x3 + 3 sec2 x;

(3) d
dx (x

2 + 3ax)(sinx− 1) = (sinx− 1) · d
dx (x

2 + 3ax) + (x2 + 3ax) · d
dx (sinx− 1)

= (2x+ 3ax ln a)(sinx− 1) + (x2 + 3ax) cosx;

(4) d
dx (2x+ 3)(1− x)(x+ 2) = (2x+ 3)′(1− x)(x+ 2) + (2x+ 3)(1− x)′(x+ 2) + (2x+ 3)(1− x)(x+ 2)′

= 2(1− x)(x+ 2) + (2x+ 3)(−1)(x+ 2) + (2x+ 3)(1− x) = −6x2 − 10x+ 1;

(5) d
dx

(
x+ 1

lnx

)
=

(x+ 1)′ lnx− (x+ 1)(lnx)′

ln2 x
=

lnx− (x+ 1) 1x
ln2 x

=
x · lnx− x− 1

x · ln2 x
.

定理 2.2.5 (反函數的求導法則) 如果單調函數 f 在某一區間 I 內可導, 且 f ′ 6= 0, 則它的反函數 f−1 在對

應的區間 f(I) 內也可導, 且滿足

(f−1)′(x) =
1

f ′(f−1(x))
或

df−1(x)

dx =
1

df(y)
dy

∣∣∣∣∣∣
y=f−1(x)

.

即: 反函數的導數等於直接函數導數的倒數.

證明 因為 f 在區間 I 上單調且連續, 所以 f−1 存在、單調且連續. 令 y = f−1(x), 則 x = f(y),
f−1(x+ h) = y + k, f(y + k) = x+ h, 因此 h = f(y + k)− f(y), 且當 h→ 0 時, k → 0.

df−1(x)

dx = lim
h→0

f−1(x+ h)− f−1(x)

h
= lim
k→0

y + k − y

f(y + k)− f(y)
= lim
k→0

1
f(y+k)−f(y)

k

=
1

f ′(y)
=

1

f ′(f−1(x))
.

註記 2.2.6 如果記 y = y(x), 那麼 x = x(y) 且

dy
dx =

1

dx/dy .

例 2.2.7 設 y = sin−1 x, 則 x = sin y, 且
dx
dy = cos y,

即
dy
dx =

1

cos y ,

而當 x ∈ (−1, 1) 時, y ∈ (−π
2 ,

π
2 ), cos y > 0, 所以

dy
dx =

1√
1− x2

,

也就是說,
d
dx sin−1 x =

1√
1− x2

.

例 2.2.8 由恆等式

sin−1 x+ cos−1 x =
π

2

可以直接推出

d
dx cos−1 x = − 1√

1− x2
.
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例 2.2.9 設 y = tan−1 x, 則 x = tan y, 且

dy
dx =

1

dx/dy =
1

sec2 y =
1

1 + tan2 y
=

1

1 + x2
,

即

d
dx tan−1 x =

1

1 + x2
.

例 2.2.10 由恆等式

tan−1 x+ cot−1 x =
π

2

可以直接推出

d
dx cot−1 x = − 1

1 + x2
.

例 2.2.11 sec−1 x 的定義域為 (−∞,−1] ∪ [1,+∞), 而值域有兩種取法:[
0,
π

2

)
∪
(π
2
, π
]
或

[
0,
π

2

)
∪
[
π,

3π

2

)
.

當採用第一種取法時, 用類似的方式, 可推得

d
dx sec−1 x =

1

|x|
√
x2 − 1

;

當採用第二種取法時, 可推得
d
dx sec−1 x =

1

x
√
x2 − 1

.

例 2.2.12 csc−1 x 的定義域為 (−∞,−1] ∪ [1,+∞), 而值域有兩種取法:[
−π
2
, 0
)
∪
(
0,
π

2

]
或

(
−π,−π

2

]
∪
(
0,
π

2

]
.

當採用第一種取法時, 用恆等式
sec−1 x+ csc−1 x =

π

2
,

可推得

d
dx csc−1 x = − 1

|x|
√
x2 − 1

;

當採用第二種取法時, 可推得
d
dx csc−1 x = − 1

x
√
x2 − 1

.

註記 2.2.13 第二種取法是因為當 tan 的定義域落在該區間時, tan 的值域為非負數. 如果 sec−1 的值域規

定為第一種, 將會造成 tan(sec−1 x) = ±
√
x2 − 1, 如果希望 tan(sec−1 x) =

√
x2 − 1, 那就必須採用第二種取

法, 這樣將在積分計算中的處理比較方便. 基於類似的理由, csc−1 的值域也可以定為 (−π,−π
2 ] ∪ (0, π2 ]. 但

本講義仍以第一種取法為標準.

例 2.2.14 求函數 f(x) =

{
2x, 0 < x ≤ 1,

x2 + 1, 1 < x < 2,
的導數.



64 單元 2 單變數函數的導數及其應用

解 當 0 < x < 1 時, f ′(x) = d
dx2x = 2; 當 1 < x < 2 時, f ′(x) = d

dx (x
2 + 1) = 2x; 當 x = 1 時,

f ′−(1) = lim
x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
= lim
x→1−

2x− 2

x− 1
= 2,

f ′+(1) = lim
x→1+

f(x)− f(1)

x− 1
= lim
x→1+

x2 + 1− 2

x− 1
= 2 ;

由 f ′−(1) = f ′+(1) = 2 知 f ′(1) = 2, 所以 f(x) =

{
2, 0 < x ≤ 1,

2x, 1 < x < 2
.

定理 2.2.15 (連鎖律——合成函數的求導法則) 若 u = g(x) 在點 x = x 可導, 且 y = f(u) 在點 u = g(x)

可導, 則合成函數 f ◦ g 在點 x = x 可導, 且其導數為

dy
dx =

dy
du · dudx 或 (f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x).

證明 由於 y = f(u) 在點 u 可導, 因此

lim
∆u→0

f(u+∆u)− f(u)

∆u
= f ′(u)

存在, 於是根據極限及無窮小的關係, 有

f(u+∆u)− f(u)

∆u
= f ′(u) + o(∆u),

其中 o(∆u) 是 ∆u→ 0 時的無窮小. 當 ∆u 6= 0 時, 得

f(u+∆u)− f(u) = f ′(u) ·∆u+ o(∆u) ·∆u ; (2.3)

當 ∆u→ 0 時, 規定 o(∆u) = 0, 此時, 函數

o(∆u) =

{
f(u+∆u)−f(u)

∆u − f ′(u), ∆u 6= 0,

0, ∆u = 0,

在 ∆u = 0 處連續, 即 lim∆u→0 o(∆u) = 0 = o(∆u), 並且 (2.3) 式對於 ∆u = 0 也成立. 若 ∆x 6= 0, 將 (2.3)
式兩邊同除以 ∆x, 得

f(u+∆u)− f(u)

∆x
= f ′(u) · ∆u

∆x
+ o(∆u) · ∆u

∆x
,

又 u = g(x), ∆u = g(x+∆x)− g(x), 故

f(g(x+∆x))− f(g(x))

∆x
= f ′(g(x)) · g(x+∆x)− g(x)

∆x
+ o(∆u) · g(x+∆x)− g(x)

∆x
, (2.4)

根據定理 2.1.19, 當 ∆x → 0 時, 有 ∆u → 0. 又由函數 u = g(x) 在點 x = x 可導可知 g′(x) 存在, 所以對
(2.4) 式兩邊取當 ∆x→ 0 時的極限, 可得

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x).

系理 2.2.16 若 y = f(u), u = g(v), v = h(x) 均可導, 則 f ◦ g ◦ h 也可導, 且

dy
dx =

dy
du · dudv · dvdx 或 (f ◦ g ◦ h)′(x) = f ′(g(h(x)) · g′(h(x)) · h′(x),

類似地, 可推廣到更多層的合成函數.
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例 2.2.17 (1) d
dxe

2x =
d

d(2x)e
2x · d

dx2x = e2x · 2 = 2e2x;

(2) d
dx cosx2 =

d
d(x2) cosx

2 · d
dxx

2 = − sinx2 · 2x = −2x sinx2;

(3) d
dx cos2 x =

d
d(cosx) cos

2 x · d
dx cosx = 2 cosx · (− sinx) = − sin 2x;

(4) d
dx (x

2 + 1)10 =
d

d(x2 + 1)
(x2 + 1)10 · d

dx (x
2 + 1) = 10(x2 + 1)9 · 2x = 20x(x2 + 1)9;

(5) d
dx
√
1− x2 =

d
d(1− x2)

√
1− x2 · d

dx (1− x2) =
1

2
√
1− x2

· (−2x) = − x√
1− x2

;

(6) d
dx ln(sinx) = d

d(sinx) ln(sinx) ·
d
dx sinx =

1

sinx · cosx = cotx;

(7) d
dxe

sin 1
x =

d
d(sin 1

x )
esin 1

x · d
d( 1x )

sin 1

x
· d
dx

1

x
= esin 1

x · cos 1
x
· −1

x2
= −

esin 1
x · cos 1

x

x2
;

(8) d
dxx

x =
d
dxe

x ln x =
d

d(x lnx)e
x ln x · d

dx (x lnx) = ex ln x · (1 + lnx).

例 2.2.18 已知 f 可導, 求 f ◦ tan 的導數.

解 (f ◦ tan)′(x) = f ′(tanx) · sec2 x.

定理 2.2.19 (冪指函數的求導法則)

d
dx [f(x)]

g(x) = [f(x)]g(x) · ln f(x) · g′(x) + g(x) · [f(x)]g(x)−1 · f ′(x)

證明

d
dx [f(x)]

g(x) =
d
dxe

g(x)·ln f(x)

= eg(x)·ln f(x) · d
dx (g(x) · ln f(x))

= [f(x)]g(x) ·
(
g′(x) · ln f(x) + g(x) · d

dx ln f(x)
)

= [f(x)]g(x) ·
(
g′(x) · ln f(x) + g(x) · f

′(x)

f(x)

)
= [f(x)]g(x) · ln f(x) · g′(x) + g(x) · [f(x)]g(x)−1 · f ′(x)

註記 2.2.20 冪指函數的導數公式看起來就像是兩個部分的和: 第一個部分是將函數看作以 f(x) 為底的指

數函數的求導結果, 第二個部分是將 g(x) 看作常指數的冪函數的求導結果.

例 2.2.21 設 y = f(x) = |x|, 且 x 6= 0, 求 f ′(x).

解 設 u = x2, 則 y = |x| =
√
x2 =

√
u, 使用連鎖律,

dy
dx =

dy
du · dudx =

1

2
√
u
· 2x =

x√
x2

=
x

|x|
.

例 2.2.22 設 y = f(x) = loga |x|, 其中 x 6= 0, 求 f ′(x).
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解

f ′(x) =
d loga |x|

d|x| · d|x|dx =
1

|x| ln a · |x|
x

=
1

x ln a
故

d
dx loga |x| =

1

x ln a ,
d
dx ln |x| = 1

x
.

例 2.2.23 (雙曲函數的導數公式) (1) d
dx sinhx =

d
dx

ex − e−x

2
=
ex + e−x

2
= coshx;

(2) d
dx coshx =

d
dx

ex + e−x

2
=
ex − e−x

2
= sinhx;

(3) d
dx tanhx =

d
dx

sinhx
coshx =

coshx · coshx− sinhx · sinhx
cosh2 x

=
1

coshx = sech2 x;

(4) d
dx cothx =

d
dx

coshx
sinhx =

sinhx · sinhx− coshx · coshx
sinh2 x

=
−1

sinh2 x
= − csch2 x;

(5) d
dx sechx =

d
dx

1

coshx =
−1

cosh2 x
· sinhx = − sechx · tanhx;

(6) d
dx cschx =

d
dx

1

sinhx =
−1

sinh2 x
· coshx = − cschx · cothx.

例 2.2.24 (反雙曲函數的導數公式) 以下公式較少使用:

(1) d
dx sinh−1 x =

d
dx ln

(
x+

√
x2 + 1

)
=

1 + x√
x2+1

x+
√
x2 + 1

=

√
x2 + 1 + x(√

x2 + 1 + x
)√

x2 + 1
=

1√
1 + x2

;

(2) d
dx cosh−1 x =

d
dx ln

(
x+

√
x2 − 1

)
=

1 + x√
x2−1

x+
√
x2 − 1

=
x+

√
x2 − 1(

x+
√
x2 − 1

)√
x2 − 1

=
1√

x2 − 1
;

(3) d
dx tanh−1 x =

d
dx

(
ln 1 + x

1− x

)
=

1− x

1 + x
· 1− x− (1 + x) · (−1)

(1− x)2
=

1

1− x2
;

(4) d
dx coth−1 x =

d
dx tan−1 1

x
=

1

1− (1/x)2
· −1

x2
=

1

1− x2
(或使用定義 coth−1 x =

1

x
ln x+ 1

x− 1
) ;

(5) d
dx sech−1 x =

d
dx cosh−1 1

x
=

1√
(1/x)2 − 1

· −1

x2
= − 1

x
√
1− x2

(或 sech−1 x = ln
(
1 +

√
1− x2

x

)
) ;

(6) d
dx csch−1 x =

d
dx sinh−1 1

x
=

1√
1 + (1/x)2

· −1

x2
= − 1

|x|
√
1 + x2

(或 csch−1 x = ln
(
1

x
+

√
1 + x2

|x|

)
).

附錄: 導數表
以下羅列基本的求導公式:

(1) 導數的運算法則

(a) (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x)

(b) (cf)′(x) = cf ′(x)

(c) (f · g)′(x) = f ′(x) · g(x) + f(x) · g(x)

(d)
(
f
g

)′
(x) = f ′(x)·g(x)−f(x)·g(x)

[f(x)]2 , g(x) 6= 0
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(e) (f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x)

(f) (f−1)′(x) = 1
f ′(f−1(x)) , f

′(f−1(x)) 6= 0

(2) 冪函數、指數與對數函數的導數

(a) (c)′ = 0

(b) (xµ)′ = µxµ−1

(c) (|x|)′ = x
|x| , x 6= 0

(d) (ax)′ = ax ln a, (ex)′ = ex

(e) (loga |x|)′ = 1
x ln a , (ln |x|)′ =

1
x , x 6= 0

(f) [f(x)]g(x) = [f(x)]g(x) · ln f(x) · g′(x) + g(x) · [f(x)]g(x)−1 · f ′(x)

(3) 三角函數的導數

(a) (sinx)′ = cosx

(b) (cosx)′ = − sinx

(c) (tanx)′ = sec2 x , x /∈ πZ+ π
2

(d) (cotx)′ = − csc2 x , x /∈ πZ

(e) (secx)′ = secx · tanx , x /∈ πZ+ π
2

(f) (cscx)′ = cscx · cotx , x /∈ πZ

(4) 反三角函數的導數

(a) (sin−1 x)′ = 1√
1−x2

, x ∈ (−1, 1)

(b) (cos−1 x)′ = − 1√
1−x2

, x ∈ (−1, 1)

(c) (tan−1 x)′ = 1
1+x2

(d) (cot−1 x)′ = − 1
1+x2

(e) (sec−1 x)′ = 1
|x|

√
x2−1

, x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞)

(f) (csc−1 x)′ = − 1
|x|

√
x2−1

, x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞)

(5) 雙曲函數的導數

(a) (sinhx)′ = coshx

(b) (coshx)′ = sinhx

(c) (tanhx)′ = sech2 x

(d) (cothx)′ = − csch2 x , x 6= 0

(e) (sechx)′ = − sechx · tanhx

(f) (cschx)′ = cschx · cothx , x 6= 0

(6) 反雙曲函數的導數

(a) (sinh−1 x)′ = 1√
1+x2

(b) (cosh−1 x)′ = 1√
x2−1

, x > 1

(c) (tanh−1 x)′ = 1
1−x2 , |x| < 1

(d) (coth−1 x)′ = 1
1−x2 , |x| > 1

(e) (sech−1 x)′ = − 1
x
√
1−x2

, 0 < x < 1

(f) (csch−1 x)′ = − 1
|x|

√
1+x2

, x 6= 0
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2.3 高階導數

定義 2.3.1 設函數 f 可導, 視 f ′ 為新的函數, 如果 f ′ 仍可導, 即極限

(f ′)′(x) = lim
h→0

f ′(x+ h)− f ′(x)

h

存在, 則稱 f ′ 的導數 (f ′)′ 為 f 的二階導數, 記作

f ′′(x) 或
d2f
dx2 或 D2

xf(x) 或 f (2)(x).

一般地, 可以定義 f 的 n 階導數, 記作

f (n)(x) =
dnf
dxn = Dn

xf(x) = lim
h→0

f (n−1)(x+ h)− f (n−1)(x)

h
, n = 2, 3, 4, . . . ,

其中, f (1) = f ′, 而類似二階導數的記號, 三階導數可記作 f ′′′, 但 n ≥ 4 階以上一般上都直接寫作 f (n).
如果 f 在區間 I 內的 n 階導數存在, 則稱函數 f 在區間 I 內 n 階可導. f 的二階以上的導數

f ′′, f ′′′, f (4), . . . 統稱為高階導數.

定義 2.3.2 若函數 f 在區間 I 上是連續函數, 則稱 f 為 C0 函數, 記作 f ∈ C0(I). 如果 f 在開區間 I 內 n

階可導, n ≥ 1, 且 f (n) 在 I 上是連續函數, 則稱 f 為 Cn 函數, 記作 f ∈ Cn(I). 如果 f 在開區間 I 內無窮

可導 (即各階導數均存在), 則稱 f 為 I 上的光滑函數或 C∞ 函數, 記作 f ∈ C∞(I).

例 2.3.3 (1) dn
dxnx

µ = µ(µ−1) · · · (µ−n+1)xµ−n;

(2) dn
dxnx

n = n!;

(3) dn
dxn a

x = ax lnn a;

(4) dn
dxn e

x = ex.

例 2.3.4 設 f(x) = sinx, 則

f (4n+1)(x) = cosx, f (4n+2)(x) = − sinx, f (4n+3)(x) = − cosx, f (4n+4)(x) = sinx, n ∈ N ∪ {0},

或者

f (n)(x) = sin
(
x+

nπ

2

)
.

類似地, 有
dn
dxn cosx = cos

(
x+

nπ

2

)
.

例 2.3.5 設 f(x) = sinhx, 則

f (2n+1)(x) = coshx, f (2n+2)(x) = sinhx, n ∈ N ∪ {0}.

命題 2.3.6 (高階導數的運算法則) (1) (f ± g)(n)(x) = f (n)(x) + g(n)(x);

(2) (cf)(n)(x) = cf (n)(x);

(3) 萊布尼茲求導公式: (f · g)(n)(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
f (n−k)(x) · g(k)(x), 其中 f (0) = f , g(0) = g.

證明 (1) 和 (2) 顯然, (3) 可以由數學歸納法直接推得.

例 2.3.7 若 f 的反函數 f−1 存在且二階可導, 求 (f−1)′′.

解

(f−1)′′(x) =
d
dx

1

f ′(f−1(x))
= − 1

[f ′(f−1(x))]
· f ′′

(
f−1(x)

)
· (f−1)′(x)

= − 1

[f ′ (f−1(x))]
· f ′′

(
f−1(x)

)
· 1

f ′ (f−1(x))
= −

f ′′
(
f−1(x)

)
[f ′ (f−1(x))]

3
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2.4 隱函數求導法與參變函數的導數

隱函數的求導法

定義 2.4.1 設 x, y 滿足方程 F (x, y) = 0, 如果在一定條件下, 當 x 取某區間內的任一值時, 相應地總有滿
足這個方程的唯一的 y 值存在, 那麼稱方程 F (x, y) = 0 在該區間內確定了一個隱函數, 記作 y = y(x).

注意 2.4.2 關於「隱函數」的存在性, 將在數學分析的課程中嚴格說明.

註記 2.4.3 設方程 F (x, y) = 0確定了一個函數 y = y(x),將 y = y(x)「代入」方程,得等式 F (x, y(x)) = 0,
兩邊對 x 求導數, 且將 y 視為 x 的函數, 便能求出 dy

dx .

例 2.4.4 設 y = 1 + xey, 求 dy
dx

∣∣∣
x=0

.

解 方程兩邊對 x 求導, 得
dy
dx = 0 +

d
dx (xey) = ey + xey

dy
dx,

令 x = 0, 則 y = 1 + 0ey = 1, 代入上式, 得

dy
dx

∣∣∣∣
x=0

= e1 + 0 · e1 · dy
dx

∣∣∣∣
x=0

,

即 dy
dx

∣∣∣
x=0

= e.

例 2.4.5 設 x4 − xy + y4 = 1, 求 d2y
dx2

∣∣∣
(0,1)

.

解 方程兩邊對 x 求導, 得

4x3 − y − x
dy
dx + 4y3

dy
dx = 0, (2.5)

將 (x, y) = (0, 1) 代入 (2.5), 得 dy
dx

∣∣∣
(0,1)

= 1
4 . 將方程 (2.5) 兩邊再對 x 求導, 得

12x2 − 2
dy
dx − x

d2y
dx2 + 12y2

(
dy
dx

)2

+ 4y3
d2y
dx2 = 0,

將
(
x, y, dy

dx

)
=
(
0, 1, 14

)
代入上式, 得 d2y

dx2

∣∣∣
(0,1)

= − 1
16 .

注意 2.4.6 對於冪指函數 f(x) = [u(x)]v(x), 除了寫成 y = ev(x) lnu(x) 再求導, 也可以直接兩邊取對數:

ln f(x) = v(x) lnu(x),

看作隱函數的求導, 這種方法就是對數求導法. 一般用於求冪指函數或者若干個因式的乘積的導數.

例 2.4.7 求 f(x) = xsin x 的導數, 其中 x > 0.

解 兩邊取對數, 得
ln f(x) = sinx · lnx,

上式兩邊對 x 求導, 得
f ′(x)

f(x)
= cosx · lnx+ sinx · 1

x
,

故

f ′(x) = f(x) ·
(
cosx · lnx+

sinx
x

)
= xsin x ·

(
cosx · lnx+

sinx
x

)
.



70 單元 2 單變數函數的導數及其應用

例 2.4.8 設

f(x) =
(x+ 1) · 3

√
x− 1

(x+ 4)2 · ex
,

其中 x 6= −4, 1, 求 f ′(x).

解 當 x 6= −1 時, 先取絕對值, 再取對數, 得

ln |f(x)| = ln |x+ 1|+ 1

3
ln |x− 1| − 2 ln |x+ 4| − x,

兩邊對 x 求導, 得
f ′(x)

f(x)
=

1

x+ 1
+

1

3(x− 1)
− 2

x+ 4
− 1,

因此

f ′(x) =
(x+ 1) · 3

√
x− 1

(x+ 4)2 · ex

(
1

x+ 1
+

1

3(x− 1)
− 2

x+ 4
− 1

)
=

3
√
x− 1

(x+ 4)2 · ex
+

x+ 1

3(x+ 4)2 · 3
√

(x− 1)2 · ex
− 2(x+ 1) · 3

√
x− 1

(x+ 4)3 · ex
− (x+ 1) · 3

√
x− 1

(x+ 4)2 · ex
(x 6= −1). (2.6)

當 x = −1 時,

f ′(−1) = lim
x→−1

3
√
x− 1

(x+ 4)2 · ex
=

3
√
−2

9
e,

經檢驗, f ′(−1) =
3
√
−2
9 e 滿足 (2.6).

參變函數的導數

定理 2.4.9 考慮參數方程

{
x = φ(t),

y = ψ(t)
(其中 t 為參數), 如果 x = φ(t) 的反函數為 t = φ−1(t), 且它滿足

反函數的求導條件 (如 φ′(t) 6= 0), 那麼可將 y = ψ
[
φ−1(x)

]
看作 y = ψ(t) 與 t = φ−1(x) 的複合函數, 使用

連鎖律, 得
dy
dx =

ψ′(t)

φ′(t)
.

定理 2.4.10 如果 x = φ(t), y = ψ(t) 二階可導, 則

dy
dx =

d
dx

dy
dx =

d
dt

(
dy
dx

)
dx
dt

=

φ′(t)ψ′′(t)−φ′′(t)ψ′(t)
[φ′(t)]2

φ′(t)
=
φ′(t)ψ′′(t)− φ′′(t)ψ′(t)

[φ′(t)]
3 .

例 2.4.11 已知橢圓

{
x = a cos t,
y = b sin t

(a, b > 0), 求 dy
dx

∣∣∣∣
(a,0)

.

解
dy
dx =

dy/dt
dx/dt =

a cos t
−b sin t = −a

b
cot t, (t /∈ πZ).

當 (x, y) = (a, 0) 時, t = π
2 + 2kπ (k ∈ Z), 取 t = π

2 , 故

dy
dx

∣∣∣∣
(a,0)

=
dy
dx

∣∣∣∣
t=π

2

= −a
b
· cot π

2
= 0.

例 2.4.12 已知擺線

{
x = a(t− sin t),
y = a(1− cos t)

(a > 0), 求 d2y
dx2 .
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解
dy
dx =

dy/dt
dx/dt =

a sin t
a(1− cos t) =

2 sin t
2 · cos t2

2 sin2 t
2

= cot t
2
, (t /∈ 2πZ),

d2y
dx2 =

d
dt cot

t
2

dx
dt

=
− 1

2 csc2
t
2

a(1− cos t) = − 1

a(1− cos t)2 , (t /∈ 2πZ).

定義 2.4.13 設 x = φ(t), y = ψ(t) 均可導, 它們之間確定 x 與 y 之間存在著某種關係, 如此一來 dx
dt 和

dy
dt (變化率) 之間也存在一定的關係, 稱此這兩個相互依賴的變化率為相關變化率.

例 2.4.14 有一長 5 公尺的梯子斜靠在牆上, 若梯腳以秒速 0.5 公尺的速率滑離牆壁, 試求梯腳離牆 3 公尺

時, 梯子上端向下滑落的速率.

解 設梯腳離牆 x 公尺, 梯子上端離地面 y 公尺, 所以 x2 + y2 = 25, 兩邊對 t 求導, 得

2x
dx
dt + 2y

dy
dt = 0, 即

dy
dx = −x

y
· dxdt .

將 x = 3, y = 4 和 dx
dt = 0.5 代入, 得

dy
dt = −3

8
= −0.375,

即梯子上端向下滑落的速率為每秒 0.375 公尺.

2.5 向量函數的導數

定義 2.5.1 設 f : I → Rm 為單變數向量函數, 如果極限

lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

存在, 則稱向量函數 f 在點 x0 處可導, 且將該極限記作

f′(x0) 或
df
dx

∣∣∣∣
x=x0

或 Dxf(x0).

如果 f 在 I 內的每一個點均可導, 則稱 f 在 I 上可導, 此時 I 內的每一個點都對應一個導數值, 由函數的定
義得一新函數, 稱為 f 的導函數 (簡稱導數), 記作 f′.

註記 2.5.2
f′(x) = df

dx = Dxf(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

.

定理 2.5.3 設 f : I → Rm 為單變數向量函數, f = (f1, . . . , fm), 其中每一個分量 fk 均為定義在 I 上的實函

數, 那麼 f 在 x0 處可導的充要條件為: 對於每個 k = 1, . . .m, f ′
k 在 x0 處可導, 並且有

f′(x0) = (f ′1(x0), . . . , f
′
m(x0)) .

證明 充分性的證明: 設 f′(x0) 存在, 那麼任予 ϵ > 0, 存在 δ > 0, 當 0 < |x− x0| < δ 時,

‖f(x)− f(x0)‖
|x− x0|

< ϵ.

考慮 k = 1, . . . ,m, 當 0 < |x− x0| < δ 時,∣∣∣∣fk(x)− fk(x0)

x− x0

∣∣∣∣ =
√(

fk(x)− fk(x0)

x− x0

)2

≤

Ã
m∑
k=1

(
fk(x)− fk(x0)

x− x0

)2

=
1

|x− x0|

Ã
m∑
k=1

(fk(x)− fk(x0))
2

=
‖(f1(x)− f1(x0) . . . , fm(x)− fm(x0))‖

|x− x0|
=

‖f(x)− f(x0)‖
|x− x0|

< ϵ,
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故對於 k = 1, . . . ,m, 極限
f ′k(x0) =

fk(x)− fk(x0)

x− x0
都存在, 即 f ′k 在 x0 處均可導.
必要性的證明: 設對所有 k = 1, . . . ,m, f ′k(x0) 都存在, 那麼極限

lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

= lim
x→x0

(
f1(x)− f1(x0)

x− x0
, . . . ,

fm(x)− fm(x0)

x− x0

)
=

(
lim
x→x0

f1(x)− f1(x0)

x− x0
, . . . , lim

x→x0

fm(x)− fm(x0)

x− x0

)
= (f ′1(x0), . . . , f

′
m(x0))

也存在, 且 f′(x0) = (f ′1(x0), . . . , f
′
m(x0)).

定理 2.5.4 設 f 為向量函數, u 為實函數, 兩者都在區間 I 上有定義, u 在 I 上可導, C 為常向量, 那麼

(1) f(x) = C(常函數) =⇒ f′(x) = 0;

(2) f(x) = u(x)C =⇒ f′(x) = u′(x)C.

例 2.5.5 (1) f(x) = x2A =⇒ f′(x) = 2xA;

(2) f(x) = (cosx, sinx, 1) =⇒ f′(x) = (− sinx, cosx, 0).

命題 2.5.6 (導數的運算法則) 設 f, g : I → Rm 為向量函數, u : I → R 為實函數, k 為常數, 若 f, g, u 在
x ∈ I 可導, 則

(1) 和差: (f ± g)′(x) = f′(x)± g′(x);

(2) 常係數積: (kf)′(x) = kf′(x);

(3) 函數係數積: (uf)′(x) = u(x)f′(x) + u′(x)f′(x);

(4) 內積: (f · g)′(x) = f′(x) · g(x) + f(x) · g′(x);

(5) 合成 (連鎖律): 如果 f 在 u(x) 處可導, 那麼 (f ◦ u)(x) = f′ (u(x))u′(x) = u′(x)f′(u(x));

(6) 叉積: 當 m = 3 時, (f × g)′(x) = f′(x)× g(x) + f(x)× g′(x).

定理 2.5.7 如果 f 是可導的向量函數, 那麼在 f(x) = ‖f(x)‖ 6= 0 的點, 有

(1) f · df
dx = f

df
dx ; (2) d

dx

(
f
f

)
=

1

f3

[(
f × df

dx

)
× f
]
.

證明 (1) 因為 f 可導, 所以 f · f = ‖f‖2 = f2 亦可導. 當 f 6= 0 時, 上式兩邊對 x 求導, 得

f · df
dx +

df
dx · f = 2f

df
dx ,

化簡並整理即得證.

(2) 直接計算:
d
dx

(
f
f

)
=

1

f

df
dx − 1

f2
df
dx f = 1

f3

(
f2

df
dx − f

df
dx f
)

=
1

f3

[
(f · f) df

dx −
(

f · df
dx

)
f
]
=

1

f3

[(
f × df

dx

)
× f
]
.

定理 2.5.8 設 f 是可導的向量函數, 則
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(1) f 的長度恆定 ⇐⇒ f ⊥ f′; (2) 在 R3 中, f 的方向恆定 ⇐⇒ f ‖ f′.

證明

f的長度不變 ⇐⇒ ‖f‖2 = C ⇐⇒ f · f = C ⇐⇒ d
dx f · f = 0

⇐⇒ f′ · f + f · f′ = 0 ⇐⇒ 2f · f′ = 0 ⇐⇒ f · f′ = 0 ⇐⇒ f ⊥ f′

f的方向不變 ⇐⇒ f′ = cf ⇐⇒ f × f′ = 0

2.6 切線與法平面

(x+ h, f(x+ h))

(x, f(x))

割線切線

(x+ h, f(x+ h))

(x, f(x))割線

切線

在光滑曲線 y = f(x) 上固定一點 (x, f(x)), 取其附近一動點 (x+ h, f(x+ h)), 其中 h > 0 或 h < 0. 作該兩
點的割線, 那麼割線的斜率為

f(x+ h)− f(x)

(x+ h)− x
=
f(x+ h)− f(x)

h
,

當 h→ 0 時, 割線會越來越貼近切線, 故點 (x, f(x)) 處的切線的斜率為

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

例 2.6.1 求等軸雙曲線 y = 1
x 在點

(
1
2 , 2
)
處的切線方程及法線方程.

解 雙曲線 y = 1
x 在點

(
1
2 , 2
)
處的切線斜率為

dy
dx

∣∣∣∣
x= 1

2

= − 1

x2

∣∣∣∣
x= 1

2

= −4,

所以所求切線方程式為

y − 2 = −4

(
x− 1

2

)
, 即 4x+ y − 4 = 0.

又知法線與切線垂直, 可得法線在該點處的斜率為 1
4 , 故所求法線方程式為

y − 2 =
1

4

(
x− 1

2

)
, 即 2x− 8y + 15 = 0.

例 2.6.2 求曲線 y = x3/2 的過點 (0,−4) 的切線方程.
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解 設切點為 (a, a3/2), 則切線斜率為
dy
dx

∣∣∣∣
x=a

=
3

2

√
a,

於是可設所求切線方程為

y − a
3
2 =

3

2
(x− a), (2.7)

因所求切線過點 (0,−4), 所以
−4− a

3
2 =

3

2

√
a(0− a),

解得 a = 4, 代回 (2.7), 即的所求切線方程為

3x− y − 4 = 0.

例 2.6.3 設 B2 −AC 6= 0, 求圓錐曲線

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0

在點 (x0, y0) 處的切線方程式.

解 方程兩邊對 x 求導,
Ax+By +Bx

dy
dx + Cy

dy
dx +D + E

dy
dx = 0,

將 (x0, y0) 代入上式, 得

Ax0 +By0 +Bx0
dy
dx

∣∣∣∣
(x0,y0)

+ Cy0
dy
dx

∣∣∣∣
(x0,y0)

+D + E
dy
dx

∣∣∣∣
(x0,y0)

= 0.

若 Bx0 + Cy0 + E 6= 0, 則切線斜率為
dy
dx

∣∣∣∣
(x0,y0)

= −Ax0 +By0 +D

Bx0 + Cy0 + E
.

所求切線方程式為

y − y0 = −Ax0 +By0 +D

Bx0 + Cy0 + E
(x− x0)

即

Ax0x+B(x0y + y0x) + Cy0y +D(x0 + x) + E(y0 + y) = Ax20 + 2Bx0y0 + Cy20 + 2Dx0 + 2Ey0. (2.8)

又因為 (x0, y0) 在曲線上, 所以

Ax20 + 2Bx0y0 + Cy20 + 2Dx0 + 2Ey0 = −F,

代入 (2.8), 即得所求切線方程式為

Ax0x+B(x0y + y0x) + Cy0y +D(x0 + x) + E(y0 + y) + F = 0.

若 Bx0+Cy0+E = 0,且 Ax0+By0+D 6= 0,則切線與 x軸垂直,且方程式為 x = x0. 而 Bx0+Cy0+E = 0

且 Ax0 +By0 +D = 0 的情況複雜, 需要依實際情況討論.

命題 2.6.4 設有參數曲線 {
x = φ(t),

y = ψ(t),

若 (x(t0), y(t0)) = (x0, y0) 是曲線上一可導點, 則在該點處的切線斜率為
dy
dx

∣∣∣∣
(x0,y0)

=
ψ′(t)

φ′(t)

∣∣∣∣
t=t0

,

其中 φ′(t), ψ′(t) 不同時為 0. 當 ψ′(t0) 6= 0 且 φ′(t0) 時, 切線垂直於 x 軸.
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證明 證明從略.

例 2.6.5 設有曲線 {
x = t2,

y = t3 − 3t,

求此曲線具有水平切線及鉛直切線的點, 以及在點 (3, 0) 處的兩條切線的方程式.

解 切線斜率為
dy
dx =

3t2 − 3

2t
,

當 t = ±1 時, y′(t) = 3t2 − 3 = 0 且 x′(t) 6= 0, 故在點 (1, 2) 及 (1,−2) 處有水平切線. 當 t = 0 時, y′(t) 6= 0

且 x′(t) = 0, 故在點 (0, 0) 處有鉛直切線.
對於點 (3, 0), 對應的參數為 ±

√
3, 它們分別對應的切線斜率為

dy
dx

∣∣∣∣
t=

√
3

=
6

2
√
3
=

√
3,

dy
dx

∣∣∣∣
t=−

√
3

= − 6

2
√
3
= −

√
3.

因此, 在點 (3, 0) 的兩條切線方程式為

y =
√
3(x− 3) 及 y = −

√
3(x− 3).

系理 2.6.6 設有極曲線 r = r(θ), 若在點 (θ, r(θ)) 處, r 可導, 則曲線在該點處的切線斜率為

dy
dx =

r′(θ) sin θ + r cos θ
r′(θ) cos θ − r sin θ .

證明 考慮參數式 {
x(θ) = r(θ) cos θ,
y(θ) = r(θ) sin θ,

那麼參數曲線的切線斜率為
dy
dx =

y′(θ)

x′(θ)
=
r′(θ) sin θ + r(θ) cos θ
r′(θ) cos θ − r(θ) sin θ .

註記 2.6.7 當 r = 0 時, 斜率即為
dy
dx = tan θ

例 2.6.8 設有心臟線 r = 1 + sin θ, 求心臟線上具有水平切線和鉛直切線的點.

解

dy
dx =

r′(θ) sin θ + r cos θ
r′(θ) cos θ − r sin θ =

cos θ sin θ + (1 + sin θ) cos θ
cos θ cos θ − (1 + sin θ) sin θ

=
cos θ · (1 + 2 sin θ)
1− 2 sin2 θ − sin θ

=
cos θ · (1 + 2 sin θ)

(1 + sin θ)(1− 2 sin θ) ,

當 θ = π
2 ,

3π
2 ,

7π
6 ,

11π
6 時, dy

dθ = cos θ · (1 + 2 sin θ) = 0; 當 θ = 3π
2 ,

π
6 ,

5π
6 時 (尖點處), dx

dθ = (1 + sin θ)(1 +

2 sin θ) = 0. 當 θ = 3π
2 時,

lim
θ→ 3π

2

dy
dx =

(
lim
θ→ 3π

2

1 + 2 sin θ
1− 2 sin θ

)(
lim
θ→ 3π

2

cos θ
1 + sin θ

)
= −1

3
lim
θ→ 3π

2

− sin θ
cos θ = ∞.
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因此, 此心臟線在點 (
2,
π

2

)
,

(
1

2
,
7π

6

)
,

(
1

2
,
11π

6

)
處有水平切線, 在點 (

3

2
,
π

6

)
,

(
3

2
,
5π

6

)
,

(
0,

3π

2

)
處有鉛直切線.

註記 2.6.9 平面及空間中的曲線都可以用參數式或向量函數 r 來表示, 因此有時我們會把表示曲線的向量
函數稱為曲線的參數式.

現在來考慮向量函數的導數的幾何意義 (以平面曲線作為示意圖, 空間曲線的情況類似):

x

y

O

P

Q

r(t+ h)− r(t)
h

r(t+ h)r(t)

r′(t)

r(t+ h)− r(t)

設上圖曲線的參數式為 r, 則曲線在點 P 和 Q 的座標分別為 r(t) 和 r(t+ h). 觀察可知, r′(t) 即為曲線在
點 P 處的切向量. 有了曲線在某點處的切向量, 我們就可以以該切向量為方向向量求曲線在該點處的切線方
程式:

(x, y, z) = r(t0) + tr′(t0).

註記 2.6.10 若空間中已知曲線由兩面式

{
y = ψ(x),

z = ω(x)
表示, 則取 r(t) = (t, ψ(t), ω(t)) 為曲線的參數式,

並以參數式的方法處理.

若空間中已知曲線由兩面式

{
F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0
表示, 則需要用到多變量微積分的知識, 取

(
∂(F,G)

∂(y, z)
,
∂(F,G)

∂(z, x)
,
∂(F,G)

∂(x, y)

)
為切線的方向向量, 再以點向式寫出切線方程式. 或者採用以下方法: 視方程組中的 y, z 為 x 的函數 (或擇
其他兩變數之一作為變數, 餘兩者作為函數), 各方程式兩邊對 x 求導, 解出 dy

dx 及
dz
dx , 那麼曲線的切向量為(

1,
dy
dx,

dz
dx

)
,

即得切線的方向向量.

例 2.6.11 求圓 r(t) = (cos t, sin t) (t ∈ R) 在點
(

1√
2
, 1√

2

)
處的切線方程式.
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解 在點
(

1√
2
, 1√

2

)
處, t = π

4 , 而由 r′(t) = (− sin t, cos t) 可得所求切線的方向向量為

r′
(π
4

)
=

(
− 1√

2
,
1√
2

)
,

故所求切線方程式為 x = 1√
2
− 1√

2
t,

y = 1√
2
+ 1√

2
t

(t ∈ R).

或可寫成一般方程式:
x+ y =

√
2.

定義 2.6.12 設曲線在區間 I 上有參數式 r(t), 若對於 t ∈ I, 均有 r′(t) 6= 0, 則稱參數式 r 在區間 I 上是平

滑的, 且可定義其單位切向量為
T(t) = r′(t)

‖r′(t)‖ ,

其指向 t 遞增的方向.

系理 2.6.13 依定理 2.5.8, 可知 T · T′ = 0, 即 T ⊥ T′.

定義 2.6.14 設以 r(t) (t ∈ I) 為參數式的曲線 C 是平滑的. 若切向量的導數 r′(t) 6= 0, 則可定義曲線在
t = t 時的主法向量為

N(t) =
T′(t)

‖T′(t)‖
,

而定義曲線在 t = t 時的副法向量為

B(t) = T(t)× N(t).

定義 2.6.15 在平滑曲線 C 上, 與切向量垂直的平面稱為曲線 C 在該點處的法平面, 由向量 T 和 N 張成的
平面稱為曲線 C 的密切面, 由向量 T 和 B 張成的平面稱為曲線 C 的從切面.

註記 2.6.16 平滑曲線 r(t) 上某點的法平面、密切面、從切面的法向量分別為 T (或 r)、B (或 r′ ×T′)、N
或 (T′).

定理 2.6.17 平滑曲線 C : r(t) 當 t = t0 時的法平面方程式為

r(t0) · ((x, y, z)− r(t0)) .

註記 2.6.18 若空間中已知曲線由兩面式

{
y = ψ(x),

z = ω(x)
表示, 則取 r(t) = (t, ψ(t), ω(t)) 為曲線的參數式,

並以參數式的方法處理.

若空間中已知曲線由兩面式

{
F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0
表示, 則需要用到多變量微積分的知識, 取

(
∂(F,G)

∂(y, z)
,
∂(F,G)

∂(z, x)
,
∂(F,G)

∂(x, y)

)
為法平面的法向量, 再以點向式寫出切線方程式. 或者採用以下方法: 視方程組中的 y, z 為 x 的函數 (或擇
其他兩變數之一作為變數, 餘兩者作為函數), 各方程式兩邊對 x 求導, 解出 dy

dx 及
dz
dx , 那麼曲線的切向量為(

1,
dy
dx,

dz
dx

)
,

即得法平面的方法向量.
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例 2.6.19 求螺旋線 r(t) = (a cos t, a sin t, bt) (ab 6= 0, a, b ∈ R) 在點 (a, 0, 0) 處的切線、法平面、密切面及

從切面方程式.

解 點 (a, 0, 0) 對應參數 t = 0, 由於

r′(0) = (−a sin 0, a cos 0, b) = (0, a, b),

T(t) = r′(t)
‖r′(t)‖ =

1√
a2 + b2

(−a sin t, a cos t, b),

T′(0) =
1√

a2 + b2
(−a, 0, 0),

r′ × T′(0) =
1√

ab + b2
(0,−ab, a2),

故曲線在點 (a, 0, 0) 處的

(1) 切線方程式: (x, y, z) = (a, at, bt) ;

(2) 法平面方程式: ay + bz = 0;

(3) 密切面方程式: −by + az = 0;

(4) 從切面方程式: x = a.

例 2.6.20 求空間曲線 {
x2 + y2 + z2 = 6,

x+ y + z = 0

在點 (1,−2, 1) 處的切線方程式及法平面方程式.

解 在方程組兩邊對 x 求導, 得 {
x+ y dy

dx + z dz
dx = 0,

1 + dy
dx + dz

dx = 0,

將點 (1,−2, 1) 代入, 得 {
1− 2dy

dx + 1 dz
dx = 0,

1 + dy
dx + dz

dx = 0,

解得 dy
dx = 0, dz

dx = −1, 故所求切線方程式為 
x = 1 + t,

y = −2,

z = 1− t,

法平面方程式為

x− z = 0.

2.7 近似計算與微分

導數在近似計算中的應用

當 f(x0) 容易求得, 且 x0 附近的函數值難以計算或不可能手算時, 我們可以用切線函數

Lx0,f (x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

去估計 x0 附近的函數值, 此方法稱為線性近似, 且函數 Lx0,f 稱為 f 在點 x0 處的線性化函數.
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例 2.7.1 估算
√
3.98 及

√
4.05.

解 考慮 f(x) =
√
x+ 3, 那麼

L1,f (x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) = 2 +
1

4
(x− 1) =

7 + x

4
,

即在 1 附近,
f(x) ≈ x+ 7

4
,

分別取 x = −0.98 及 x = 1.05, 得
√
3.98 ≈ 1.995 及

√
4.05 ≈ 2.0125.

註記 2.7.2 以上估算方法不夠精確, 實際上, 二項式展開可以得到更精確的估計值.

微分

定義 2.7.3 如果

f(x+ h)− f(x) = A(x)h+ α(x;h), (2.9)

其中 h 7→ A(x)h 是關於 h 的線性函數, 且當 h→ 0 且 x+ h ∈ Df 時, 有 α(x;h) = o(h) (高階無窮小), 則稱
f 為在點 x ∈ Df 的可微函數. 量

∆x(h) := (x+ h)− x = h

和

∆f(x;h) := f(x+ h)− f(x)

分別稱為變數增量和函數增量. 線性函數 h 7→ A(x)h 稱為 f 在點 x ∈ E 的微分, 記作 df(x), 即
df(x)(h) = A(x)h.

註記 2.7.4 (1) 有時將 ∆x(h) 和 ∆f(x;h) 簡記作 ∆x 和 ∆f(x), 儘管它們本身都是 h 的函數.

(2) 由以上定義, 我們有
∆f(x;h)− df(x)(h) = α(x;h),

並且當 h→ 0, x+ h ∈ Df 時, α(x;h) = o(h), 即變數增量 h 引起的函數增量與線性函數 df(x) 在同一
個 h 處的值之差在 h→ 0 時是比 h 更高階的無窮小量, 因此說微分是函數增量的線性主部.

(3) 由導函數的定義及 (2.9) 式, 可知

A(x) = f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
,

所以微分可寫成

df(x)(h) = f ′(x)h.

特別來說, 如果 f(x) ≡ x, 則 f ′(x) = 1 且

dx(h) = 1 · h = h,

所以有時說「變數的微分就是其增量」. 故

df(x)(h) = f ′(x)dx(h), (2.10)

即

df(x) = f ′(x)dx. (2.11)

注意, 等式 (2.11) 應理解為 h 的函數的等式.



80 單元 2 單變數函數的導數及其應用

(4) 由等式 (2.10) 得
df(x)(h)
dx(h) = f ′(x),

即關於 h 的函數 df(x)/dx (函數 df(x) 與 dx 之比) 是常數, 且等於 f ′(x). 所以當初定義導數時, 已經
悄悄使用了記號 df

dx 來暗示微分的概念及這個結果, 此結果即為微分與導數的關係, 故函數 f 在點 x 可

導等價於 f 在點 x 可微.

(5) 觀察得知,
∆f(x) = df(x) + o(df(x)),

所以當 |∆x| = |h| 很小時, 有近似 ∆f(x) ≈ df(x), 故微分的概念也可以應用在近似計算.

例 2.7.5 求函數 y = x3 當 x = 2, dx(h) = ∆x(h) = h = 0.02 時的微分.

解

dy = 3x2dx,

將 x = 2, dx = 0.02 代入上式, 得 dy = 3 · 22 · 0.02 = 0.24.

定理 2.7.6 (微分的運算法則) 設 u = u(x), v = v(x),

(1) du = u′(x)dx;

(2) d(u± v) = du± dv;

(3) d(Cu) = Cdu (C 是常數);

(4) d(uv) = vdu+ udv;

(5) d
(u
v

)
=
vdu− udv

v2
;

(6) 若 x = x(w) 是 w 的函數, 則 du(x) = u′(x)dx = u′ (x(w)) · dx(w) = u′ (x(w)) · x′(w)dw.

證明 僅證明 (4):

d(uv) = (uv)′dx = (u′v + v′u)dx = u′vdx+ uv′dx = v · (u′dx) + u · (v′dx) = vdu+ udv.

例 2.7.7 設 y = sin(2x+ 1), 求 dy.

解

dy = d(sinu) = cosu du = cos(2x+ 1)d(2x+ 1) = cos(2x+ 1) · 2dx = 2 cos(2x+ 1)dx.

例 2.7.8 求 sin
(
π
6 + π

360

)
的近似值.

解 取 f(x) = sinx, x0 = π
6 , dx = π

360 , 則 f ′(x0) = cosx0 =
√
3
2 , 且

sin
(π
6
+

π

360

)
− sin π

6
≈ cos π

6
· π

360
,

即

sin
(π
6
+

π

360

)
≈ 1

2
+

√
3

2
· π

360
≈ 0.5000 + 0.0076 = 0.5076.

例 2.7.9 計算 6
√
65 的近似值.

解

6
√
65 = 2 · 6

…
1 +

1

64
≈ 2

(
1 +

1

6
· 1

64

)
≈ 2.0052.
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2.8 均值定理

定義 2.8.1 設有函數 f : Df → R,

(1) 若在 x0 附近, 均有 f(x) ≤ f(x0), 則稱 x0 或 (x0, f(x0)) 是 f 的局部極大值點 (或簡稱極大值點),
f(x0) 為 f 的局部極大值 (或簡稱極大值);

(2) 若在 x0 附近, 均有 f(x) ≥ f(x0), 則稱 x0 或 (x0, f(x0)) 是 f 的局部極小值點 (或簡稱極小值點),
f(x0) 為 f 的局部極小值 (或簡稱極小值);

(3) 若對任意 x ∈ Df , 均有 f(x) ≤ f(x0), 則稱 x0 或 (x0, f(x0)) 是 f 的最大值點, f(x0) 為 f 的最大值;

(4) 若對任意 x ∈ Df , 均有 f(x) ≥ f(x0), 則稱 x0 或 (x0, f(x0)) 是 f 的最小值點, f(x0) 為 f 的最小值;

(5) 極大值點和極小值點 (相應地, 最大值點和最小值點) 統稱為極值點 (相應地, 最值點), 極大值和極小值
(相應地, 最大值和最小值) 統稱為極值 (相應地, 最值);

(6) 設 x0 ∈ Df , 即 f 在點 x0 處有定義, 若 f ′(x0) = 0, 或 f ′(x0) = ∞, 或 f ′(x0) 不存在 (即 f 在 x0 處不

可導), 則稱 x0 或 (x0, f(x0)) 為 f 的臨界點, 特別地, f ′(x0) = 0 時的 x0 或 (x0, f(x0)) 稱為 f 的駐點.

引理 2.8.2 (費馬極值引理) 設函數 f 在點 x0 的某鄰域 B(x0)

內有定義, 若 f 在可導點 x0 處達到局部極值, 則 x0 是 f 的駐點.

x

y

A B

C

D
O a x0 b

證明 考慮 f(x0) 是極小值的情形 (極大值的情形證明也類似), 於是在 x0 附近, 對於 x0 + h ∈ B(x0), 有
f(x+ h) ≥ f(x0), 那麼當 h > 0 時,

f(x0 + h)− f(x0)

h
≥ 0,

當 h < 0 時,
f(x0 + h)− f(x0)

h
≤ 0,

依系理 1.3.45 (函數極限的保號性) 及 f 在 x0 處可導的條件, 得

f ′(x0) = f ′+(x0) = lim
h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
≥ 0,

f ′(x0) = f ′−(x0) = lim
h→0−

f(x0 + h)− f(x0)

h
≤ 0,

故 f ′(x0) = 0.

注意 2.8.3 費馬引理的逆定理未必成立, 比如說 x = 0 是函數 f(x) = x3 的駐點, 但 x = 0 不是 f 的極值

點.

註記 2.8.4 根據最值定理 (定理 ??) 及費馬極值引理 (引理 2.8.2), 欲求函數 f 在閉區間 [a, b] 上的最值, 可
採以下步驟:

(1) 計算 f(a) 及 f(b);

(2) 求出 f 在其所有臨界點處的函數值;
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(3) 比較以上兩個步驟所求得的所有函數值, 最大者即為 f 的最大值, 最小者即為 f 的最小值.

例 2.8.5 求函數 (1) f(x) = x3 − 3x2 + 1 及 (2) g(x) = x3/5(4− x) 在閉區間 [−1, 3] 上的最值.

解 (1) f(−1) = −3, f(3) = 1, 而

f ′(x) = 3x2 − 6x = 3x(x− 2) = 0 ⇐⇒ x = 0或 2,

f(0) = 1, f(2) = −3. 比較以上所有函數值, 得

max
x∈[−1,3]

f(x) = 1, min
x∈[−1,3]

f(x) = −3.

(2) g(−1) = −5, g(3) = 33/5 = 5
√
27 ≈ 1.93318, 而

g′(x) =
12− 8x

5x2/5
,

g 的臨界點為 x = 0 及 x = 3
2 , g(0) = 0, g( 32 ) =

5
4

5
√
108 ≈ 3.18856, 因此

max
x∈[−1,3]

g(x) =
5

4
5
√
108, min

x∈[−1,3]
g(x) = −5.

定理 2.8.6 (羅爾均值定理) 設函數 f 滿足

(1) 在閉區間 [a, b] 上連續;

(2) 在開區間 (a, b) 內可導;

(3) 在區間端點處的函數值相等, 即 f(a) = f(b),

那麼在區間 (a, b) 內至少有一點 ξ 滿足 f ′(ξ) = 0.

證明 考慮以下幾種情形:

x

y

O a ξ1 ξ2 b

(a)

x

y

O a ξ b

(b)

x

y

O a ξ1 ξ2 b

(c)

x

y

O a ξ b

(d)

情況 1: f 在閉區間 [a, b] 上是常函數, 如上圖的 (a). 此時, f ′ ≡ 0, 那麼 ξ 可以是 (a, b) 內的任意一點.
情況 2: 有 x ∈ (a, b) 滿足 f(x) > f(a) = f(b), 如上圖的 (b) 或 (c). 此時, 依 f 的連續性條件及最值定理

(定理 ??), f 在 (a, b) 內必有點 ξ 使 f 達到最大值, 再根據 f 的可導性條件及費馬極值引理 (引理 2.8.2), 得
f ′(ξ) = 0.
情況 3: 有 x ∈ (a, b) 滿足 f(x) < f(a) = f(b), 如上圖的 (c) 或 (d). 此時與情況 2 完全類似, 只是 ξ 為 f

的極小值點.

例 2.8.7 證明 p(x) = 2x3 + 5x− 1 恰有一實根.

證明 由於 p(0) · p(1) = −1 · 6 = −6 < 0, 可知 p 在 [−1, 0] 內至少有一根. 假設 p 有超過一個實根, 即存在
a < b 滿足 p(a) = p(b) = 0. 由於多項式函數 p 在閉區間 [a, b] 上連續, 在開區間 (a, b) 內可導, 所以依羅爾
均值定理 (定理 2.8.6), 可知存在 ξ ∈ (a, b) 滿足 p′(ξ) = 0, 但是對所有 x ∈ R,

p′(x) = 6x2 + 5 ≥ 5 > 0,

也就是說, p′(ξ) 不可能是 0, 矛盾. 因此, p 只有唯一的一根.
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定理 2.8.8 (拉格朗日均值定理) 設函數 f 滿足

(1) 在閉區間 [a, b] 上連續;

(2) 在開區間 (a, b) 內可導,

那麼在區間 (a, b) 內至少有一點 ξ 滿足

f(b)− f(a) = f ′(ξ) · (b− a).

註記 2.8.9 考慮 a 6= b, 則

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
,

也就是說, 拉格朗日均值定理的幾何意義為: 在 (a, b) 內至少存在某一點 ξ, 使得 f 在點 ξ 處的切線與以區間

[a, b] 端點為兩端點的弦 AB (如下圖) 平行.

x

y

O a bξ

A

B

C

x

M

N

證明 考慮函數

φ(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a),

此函數即為上圖中線段 MN 的「有號長度」. 易驗證 φ 滿足羅爾均值定理的條件, 且

φ′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a
,

依羅爾均值定理, 存在 ξ ∈ (a, b), 使得 φ′(ξ) = 0, 由此即得

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

註記 2.8.10 若令 a = x0, b = x0 + h, h > 0, 則結論可寫成

f(x0 + h)− f(x0) = f ′(x0 + θh)h,

其中 0 < θ < 1.

例 2.8.11 設函數 f 在區間 [1, 4] 上連續, 在區間 (1, 4) 內可導, 且 f(1) = 2. 若對所有 x ∈ (1, 4), 均有
2 ≤ f ′(x) ≤ 3, 則 f(4) 的最大可取範圍應為何?
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解 依拉格朗日均值定理 (定理 2.8.8), 存在 ξ ∈ (1, 4), 使得

f(4)− f(1) = 3f ′(ξ),

即

f(4) = f(1) + 3f ′(ξ).

由於對所有 x ∈ (1, 4), 均有 f ′(x) ≥ 2, 所以 f ′(ξ) ≥ 2, 故

f(4) ≥ 2 + 3 · 2 = 8.

由於對所有 x ∈ (1, 4), 均有 f ′(x) ≤ 3, 所以 f ′(ξ) ≤ 3, 故

f(4) ≤ 2 + 3 · 3 = 11.

故

8 ≤ f(4) ≤ 11.

系理 2.8.12 若函數 f 在區間 I 上連續, I̊ 內可導, 且導數恆為零, 則 f 在區間 I 上是常函數.

證明 在區間 I 上任取兩點 x1, x2, (x1 < x2), 依拉格朗日均值定理 (定理 2.8.8), 存在 ξ ∈ (x1, x2) 滿足

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ) · (x2 − x1),

而 f ′(ξ) = 0, 所以 f(x2)− f(x1) = 0, 即
f(x1) = f(x2).

由於 x1, x2 是 I 上的任意兩點, 所以 f 在 I 上是常函數.

注意 2.8.13 此系理是在區間 I 上討論, 如果不是一個區間, 而是在「不連通」的集合上 (如相離兩區間的
聯集) 討論的話, 那麼此系理將會失效, 例如

f(x) =

{
1, −1 ≤ x ≤ 0;

2, 2 ≤ x ≤ 3,

顯然 f 分別在區間 [−1, 0] 及 [2, 3] 滿足定理條件, 且 f 在該兩區間上都是常函數, 但 f 在整個定義集合

[−1, 0] ∪ [2, 3] 不是常函數.

系理 2.8.14 設 f, g 在區間 I 上連續, I̊ 內可導, 若對所有 x ∈ I, 恆有 f ′(x) = g′(x), 則 f(x) = g(x) + C,
其中 C 是常數, 即區間上導數相等的兩函數必只相差一個常數.

證明 考慮函數 h(x) = f(x)− g(x), 顯然 h在 I 上連續, 在 I̊ 內可導, 且 h′ ≡ 0. 依系理 2.8.12, 可知 h = C,
即 f = g + C.

例 2.8.15 證明當 x > 0 時, 有
x

1 + x
< ln(1 + x) < x.

證明 設 f(t) = ln(1 + t), 顯然 f 在區間 [0, x] 滿足拉格朗日均值定理 (定理 2.8.8) 的條件, 依定理, 存在
ξ ∈ (0, x) 滿足

f(x)− f(0) = f ′(ξ) · (x− 0),

由於 f(0) = 0, f ′(t) = 1
1+t , 故

ln(1 + x) =
x

1 + ξ
,
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又 0 < ξ < x, 有
x

1 + x
<

x

1 + ξ
< x,

故
x

1 + x
< ln(1 + x) < x, (x > 0).

註記 2.8.16 設連續曲線弧 ÃB 的參數方程為{
x = φ(t),

y = ψ(t)
(a ≤ t ≤ b),

其中 t 為參數, 那麼曲線上點 (x, y) 處的切線斜率為

dy
dx =

ψ′(t)

φ′(t)
,

弦 AB 的斜率為
ψ(b)− ψ(a)

φ(b)− φ(a)
,

如果曲線上點 C 處 (對應於參數 t = ξ) 的切線平行於弦 AB, 那麼

ψ(b)− ψ(a)

φ(b)− φ(a)
=
ψ′(ξ)

φ′(ξ)
.

定理 2.8.17 (柯西均值定理) 若函數 f 及 g 滿足

(1) 在閉區間 [a, b] 上連續;

(2) 在開區間 (a, b) 內可導,

則至少有一點 ξ ∈ (a, b) 滿足

f ′(ξ) · (g(b)− g(a)) = g′(ξ) · (f(b)− f(a)) . x

y

O φ(a) φ(b)φ(ξ)

ψ(a)
A

Bψ(b)

C
ψ(ξ)

{
x = φ(t),

y = ψ(t)

證明 考慮函數

h(x) = (g(b)− g(a)) (f(x)− f(a))− (g(x)− g(a)) (f(b)− f(a)) ,

顯然函數 h 滿足羅爾均值定理 (定理 2.8.6) 的三個條件, 所以存在 ξ ∈ (a, b) 使得 h′(ξ) = 0. 對 h 求導, 得

h′(x) = (g(b)− g(a)) · f ′(x)− g′(x) · (f(b)− f(a)) ,

令 x = ξ, 即有
f ′(ξ) · (g(b)− g(a)) = g′(ξ) · (f(b)− f(a)) .

注意 2.8.18 若 g(a) 6= g(b), 且對所有 x ∈ (a, b), 均有 g′(x) 6= 0, 那麼柯西均值定理的結論可改寫為

f ′(ξ)

g′(ξ)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

例 2.8.19 設函數 f 在 [0, 1] 上連續, 在 (0, 1) 內可導, 證明至少存在一點 ξ ∈ (0, 1), 使

f ′(ξ) = 2ξ (f(1)− f(0)) .
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證明 令 g(x) = x2, 則 f, g 在 [0, 1] 上滿足柯西均值定理的條件, 因此存在一點 ξ ∈ (a, b), 使

f ′(ξ) = 2ξ (f(1)− f(0)) .

定理 2.8.20 (向量函數的均值定理) 設 f : [a, b] → Rm 是連續函數, 且 f 在 (a, b) 內可導, 那麼至少有一點
ξ ∈ (a, b) 滿足

|f(b)− f(a)| ≤ |f′(ξ)| (b− a).

證明 設 y = f(b)− f(a), 定義
φ(x) = y · f(x), (a ≤ x ≤ b).

於是, φ 在 [a, b] 上是實連續函數, 且在 (a, b) 內可導, 依拉格朗日均值定理 (定理 2.8.8), 存在 ξ ∈ (a, b) 滿足

φ(b)− φ(a) = φ′(ξ) · (b− a) = y · f′(ξ)(b− a).

另一方面,
φ(b)− φ(a) = y · f(b)− y · f(a) = y · y = ‖y‖2,

再由舒瓦茲不等式, 得
‖y‖2 = (b− a) |y · f′(ξ)| ≤ (b− a)‖y‖‖f′(ξ)‖,

因此, ‖y‖ ≤ (b− a)‖f′(ξ)‖, 得證.

2.9 羅比達法則

定義 2.9.1 如果當 x→ x0 (或 x→ ∞) 時, 兩函數 f 與 g 均為無窮小或無窮大, 那麼極限

lim
x→x0

f(x)

g(x)

(
或 lim

x→∞

f(x)

g(x)

)
可能存在、也可能不存在於 R 中, 通常把此種極限稱為未定式, 並分別記作 0

0 (表示兩無窮小的比) 和 ∞
∞ (表

示兩無窮大的比).

定理 2.9.2 (羅比達法則 1; x→ x0, 0
0 型) 設

(1) 當 x→ x0 時, 函數 f, g → 0;

(2) 在點 x0 的某去心鄰域內, f ′, g′ 都存在, 且 g′ 6= 0;

(3) limx→x0

f ′(x)
g′(x) 存在於 R = R ∪ {+∞,−∞} 中,

那麼

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

證明 因為 limx→x0
f(x) = limx→x0

g(x) = 0, 所以函數

F (x) :=

{
f(x), x 6= x0;

0, x = x0,
和 G(x) :=

{
g(x), x 6= x0;

0, x = x0,

在點 x0 的某一鄰域內連續, 設 x 時該鄰域內某一點, 那麼在以 x 和 x0 為端點的區間上, F 和 G 滿足柯西

均值定理 (定理 2.8.17) 的條件, 因此存在 ξ ∈ (x0, x) 或 (x, x0), 滿足

F (x)

G(x)
=
F (x)− F (x0)

G(x)−G(x0)
=
F ′(ξ)

G′(ξ)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
,

令 x→ x0, 那麼 ξ → x0, 再根據條件 (3) 即得結論.
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注意 2.9.3 (1) 第 3 個條件很重要, 如果極限不為某有限值或無窮大, 則羅比達法則可能失效. 例如

lim
x→0

x2 sin 1
x

sinx ,

顯然, 分子和分母均為 x→ 0 時的無窮小, 但極限

lim
x→0

d
dx
(
x2 sin 1

x

)
d

dx sinx
= lim
x→0

2x sin 1
x − cos 1

x

cosx

不存在, 所以不能使用羅比達法則. 正解:

lim
x→0

x2 sin 1
x

sinx = lim
x→0

(
x

sinx · x sin 1

x

)
= 1 · 0 = 0.

(2) 只要分子和分母的函數仍滿足羅比達法則的條件, 那麼羅比達法則就可以反覆使用.

(3) 羅比達法則對於 x→ x+0 和 x→ x−0 的情形仍適用.

例 2.9.4 (1) lim
x→0

sin 2x
sin 3x = lim

x→0

2 cos 2x
3 cos 3x =

2

3
;

(2) lim
x→1

x3 − 3x+ 2

x3 − x2 − 3x+ 1
= lim
x→1

3x2 − 3

3x2 − 2x− 3
= lim
x→1

6x

6x− 2
=

3

2
;

(3) lim
x→0

x− sinx
x3

= lim
x→0

1− cosx
3x2

= lim
x→0

sinx
6x

=
1

6
.

定理 2.9.5 (羅比達法則 2; x→ ∞, 0
0 型) 設

(1) 當 x→ ∞ 時, 函數 f, g → 0;

(2) 在 ∞ 的某去心鄰域內, f ′, g′ 都存在, 且 g′ 6= 0;

(3) limx→∞
f ′(x)
g′(x) 存在於 R = R ∪ {+∞,−∞} 中,

那麼

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim
x→∞

f ′(x)

g(x)
.

證明 令 x = 1
t , 那麼根據無窮大與無窮小的關係, 當 x→ ∞ 時, t→ 0. 於是

lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)
= lim
t→0

[f(1/t)]′

[g(1/t)]′
= lim
t→0

−t−2f ′(1/t)

−t−2g′(1/t)
= lim
t→0

f ′(1/t)

g′(1/t)
= lim
t→0

f(1/t)

g(1/t)
= lim
x→∞

f(x)

g(x)
.

注意 2.9.6 羅比達法則對於 x→ +∞ 和 x→ −∞ 的情形仍適用.

定理 2.9.7 (羅比達法則 3; x→ x0, ∞
∞ 型) 設

(1) 當 x→ x0 時, 函數 f, g → ∞;

(2) 在點 x0 的某去心鄰域內, f ′, g′ 都存在, 且 g′ 6= 0;

(3) limx→x0

f ′(x)
g′(x) 存在於 R = R ∪ {+∞,−∞} 中,

那麼

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
.
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證明 令 F (x) = 1
f(x) , G(x) =

1
g(x) , 那麼當 x → x0 時, 函數 F,G 均為無窮小, 並且 F ′, G′ 6= 0. 此時, 可使

用羅比達法則 1 (定理 2.9.2), 因此

lim
x→x0

g(x)

f(x)
= lim
x→x0

F (x)

G(x)
= lim
x→x0

F ′(x)

G′(x)
= lim
x→x0

− f ′(x)
f2(x)

− g′(x)
g2(x)

= lim
x→x0

(
f ′(x)

g′(x)
· g

2(x)

f2(x)

)
= lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
·
(

lim
x→x0

g(x)

f(x)

)2

,

其中, 條件 (3) 保證了 limx→x0

f ′(x)
g′(x) 於 R 中的存在性. 上式兩邊同除以

(
limx→x0

g(x)
f(x)

)2
, 得

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

定理 2.9.8 (羅比達法則 4; x→ ∞, ∞
∞ 型) 設

(1) 當 x→ ∞ 時, 函數 f, g → ∞;

(2) 在 ∞ 的某去心鄰域內, f ′, g′ 都存在, 且 g′ 6= 0;

(3) limx→∞
f ′(x)
g′(x) 存在於 R = R ∪ {+∞,−∞} 中,

那麼

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim
x→∞

f ′(x)

g(x)
.

證明 略. 提示: 模仿定理 2.9.7的證明, 使用定理 2.9.5; 或者直接令 t = 1/x, 並使用定理 2.9.7.

例 2.9.9 (1) lim
x→+∞

π
2 − tan−1 x

1
x

= lim
x→+∞

− 1
1+x2

− 1
x2

= lim
x→+∞

x2

1 + x2
= 1;

(2) 設 n > 0, lim
x→+∞

lnx
xn

= lim
x→+∞

1
x

nxn−1
= lim
x→+∞

1

nxn
= 0;

(3) 設 n ∈ N, λ > 0, lim
x→+∞

xn

eλx
= lim
x→+∞

nxn−1

λeλx
= lim
x→+∞

n(n− 1)xn−2

λ2eλx
= · · · = lim

x→+∞

n!

λneλx
= 0.

注意 2.9.10 數列的極限不能直接使用羅比達法則, 因為數列是定義域為 N 的函數, 並不連續, 故不可導, 因
此必須要轉化為以實數為變數的函數當 x → +∞ 時的極限, 才可以使用羅比達法則, 最後再根據定理 1.3.48
得出所求的數列極限.

例 2.9.11 (數列連續化求極限) 求 limn→∞
e2/n−1
1/n .

解 因

lim
x→+∞

e2/x − 1

1/x
= lim
x→+∞

e2/x
(
−2/x2

)
−1/x2

= 2 lim
x→+∞

e2/x = 2,

故

lim
n→∞

e2/n − 1

1/n
= 2.

例 2.9.12 (羅比達法則失效的例子) (1) lim
x→+∞

x√
1 + x2

∞
∞= lim

x→+∞

1
x√

1+x2

= lim
x→+∞

√
1 + x2

x

∞
∞= lim

x→+∞

x√
1+x2

1
=

lim
x→+∞

x√
1 + x2

回到了最初的起點!

正解: 分子、分母同除以 x 再取極限, 或者使用等價無窮大替換
√
1 + x2 ∼ x.
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(2) lim
x→+∞

ex + e−x

ex − e−x

∞
∞= lim

x→+∞

ex − e−x

ex + e−x

∞
∞= lim

x→+∞

ex + e−x

ex − e−x
陷入了死循環!

正解: 分子、分母同除以 ex 再取極限, 或者使用等價無窮大替換 ex ± e−x ∼ ex.

(3) lim
x→0+

e−1/x

x10

0
0= lim
x→0+

x−2e−1/x

10x9
= lim
x→0+

e−1/x

10x11
, 分母變更複雜了!

正解: 令 t = 1
x , 再使用羅比達法則.

注意 2.9.13 其他的未定式及其轉化:

未定式 欲求的極限 條件 轉換為分式形式的方法

0 · ∞ lim f(x)g(x) f(x) → 0, g(x) → ∞ lim f(x)

1/g(x)
或 lim g(x)

1/f(x)

(±∞)− (±∞) lim (f(x)− g(x)) f(x), g(x) → ∞ lim 1/g(x)− 1/f(x)

1/ (f(x)g(x))

00

或

∞0

lim f(x)g(x)
f(x) → 0+, g(x) → 0

或

f(x) → +∞, g(x) → 0

exp lim g(x)

1/ ln f(x)

1∞ lim f(x)g(x) f(x) → 1, g(x) → ∞ exp lim ln f(x)
1/g(x)

例 2.9.14 (1) lim
x→0+

x2 lnx = lim
x→0+

lnx
1/x2

= lim
x→0+

1/x

−2/x3
= lim
x→0+

x2

2
= 0;

(2) lim
x→0

(
1

sinx − 1

x

)
= lim
x→0

x− sinx
x sinx = lim

x→0

x− sinx
x2

= lim
x→0

1− cosx
2x

= lim
x→0

sinx
2

= 0;

(3) lim
x→0+

xx = exp
(

lim
x→0+

x lnx
)

= exp
(

lim
x→0+

lnx
1/x

)
= exp

(
lim
x→0+

1/x

−1/x2

)
= exp

(
− lim
x→0+

x

)
= e0 = 1;

(4) lim
x→0

3x− sin 3x
(1− cosx) · ln(1 + 2x)

= lim
x→0

3x− sin 3x
1
2x

2 · 2x
= lim
x→0

3x− sin 3x
x3

= lim
x→0

3− 3 cos 3x
3x2

= lim
x→0

1− cos 3x
x2

= lim
x→0

3 sin 3x
2x

=
9

2
.

2.10 * 泰勒均值定理
定理 2.10.1 (泰勒均值定理 1) 如果函數 f 在 x0 處有 n 階導數, 那麼存在 x0 的某個鄰域, 對於該鄰域內
的任一 x, 有

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +Rn(x),

其中

Rn(x) = o ((x− x0)
n) .

證明 記 Rn(x) = f(x)− pn(x), 那麼

Rn(x0) = R′
n(x0) = R′′

n(x0) = · · · = R(n)
n (x0) = 0,
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因為 f 在 x0 處具有 n 階導數, 所以 f 必在 x0 的某鄰域內具有 n− 1 階導數, 從而 Rn 也在該鄰域內 n− 1

階可導, 反覆使用羅比達法則, 得

lim
x→x0

Rn(x)

(x− x0)n
= lim
x→x0

R′
n(x)

n(x− x0)n−1
= lim
x→x0

R′′
n(x)

n(n− 1)(x− x0)n−2
= · · ·

= lim
x→x0

R
(n−1)
n (x)

n!(x− x0)
=

1

n!
lim
x→x0

R
(n−1)
n (x)−R

(n−1)
n (x0)

x− x0
=
R

(n)
n (x0)

n!
= 0,

故 Rn(x) = o ((x− x0)
n).

註記 2.10.2 (1) 多項式

pn(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

稱為函數 f 在 x0 處的 n 次泰勒多項式, 公式

f(x) = pn(x) +Rn(x)

稱為 f 在 x0 處的帶有皮亞諾餘項的 n 階泰勒公式. 而 Rn 稱為皮亞諾餘項, 它就是用 n 次泰勒多項

式來近似表示函數 f 所產生的誤差.

(2) 如果取 x0, 那麼有帶有皮亞諾餘項的馬克勞林公式

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + o(xn).

定理 2.10.3 (泰勒均值定理 2) 如果函數 f 在 x0 的某個鄰域 B(x0) 內 n + 1 階可導, 那麼對於任何
x ∈ B(x0), 有

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +Rn(x), (2.12)

其中

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1,

這裡 ξ 是介於 x0 及 x 之間的某個值.

證明 記 Rn(x) = f(x)− pn(x), 那麼 Rn 在 B(x0) 內 n+ 1 階可導, 且

Rn(x0) = R′
n(x0) = R′′

n(x0) = · · · = R(n)
n (x0) = 0.

對兩個函數 Rn(x) 及 (x− x0)
n+1 在以 x0 及 x 為端點的區間上使用柯西均值定理 (定理 2.8.17), 那麼存在

在 x0 與 x 之間的 ξ1 滿足

Rn(x)

(x− x0)n+1
=

Rn(x)−Rn(x0)

(x− x0)n+1 − (x0 − x0)n+1
=

R′
n(ξ1)

(n+ 1)(ξ1 − x0)n
,

再對兩個函數 R′
n(x) 及 (n + 1)(x − x0)

n 在以 x0 及 ξ1 為端點的區間上應用柯西均值定理, 那麼存在在 x0
與 ξ1 之間的 ξ2 滿足

R′
n(ξ1)

(n+ 1)(ξ1 − x0)n
=

R′
n(ξ1)−R′

n(x0)

(n+ 1)(ξ1 − x0)n − (n+ 1)(x0 − x0)n
=

R′′
n(ξ2)

(n+ 1)n · (ξ2 − x0)n−1
,

依此類推, 經過 n+ 1 次後, 得
Rn(x)

(x− x0)n+1
=
R

(n+1)
n (ξ)

(n+ 1)!
,
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其中 ξ 介於 x0 與 ξn 之間, 因而也在 x0 與 x 之間. 由於 p
(n+1)
n (x) = 0, 故有

R(n+1)
n (x) = f (n+1)(x),

因此由上式得

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1,

其中 ξ 在 x0 與 x 之間.

註記 2.10.4 (1) (2.12) 式稱為 f 在 x0 處的帶有拉格朗日餘項的 n 階泰勒公式, Rn(x) = f(n+1)(ξ)
(n+1)! (x −

x0)
n+1 稱為拉格朗日餘項.

(2) 如果對於某個固定的 n, 當 x ∈ B(x0) 時, |f (n+1)(x)| ≤M , 那麼有估計式

|Rn(x)| =
∣∣∣∣∣f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

∣∣∣∣∣ ≤ M

(n+ 1)!
|x− x0|n+1

.

(3) 拉格朗日餘項的另一種形式:

Rn(x) =
1

n!

∫ x

0

f (n+1)(t)(x− t)ndt,

此為參變函數的積分, 將來會介紹積分的意義.

(4) 如果取 x0 = 0, 那麼 ξ 介於 0 與 x 之間, 令 ξ = θx (0 < θ < 1), 那麼有帶有拉格朗日餘項的馬克勞林
公式

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(θx)

(n+ 1)!
xn+1,

誤差估計式相應地變成

|Rn(x)| ≤
M

(n+ 1)!
|x|n+1.

註記 2.10.5 羅爾均值定理 (定理 2.8.6)、拉格朗日均值定理 (定理 2.8.8)、柯西均值定理 (定理 2.8.17) 及
泰勒均值定理 (定理 2.10.3) 互相等價, 即它們之間可互相推出.

例 2.10.6 寫出函數 f(x) = ex 的帶有拉格朗日餘項的 n 階馬克勞林公式.

解 因為

f(x) = f ′(x) = f ′′(x) = · · · = f (n)(x) = ex,

所以

f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = · · · = f (n)(0) = 1.

而 f (n+1)(θx) = eθx (0 < θ < 1), 代入公式, 得

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+

eθx

(n+ 1)!
xn+1.

註記 2.10.7 由此公式, 如果以 ex 的 n 次泰勒多項式表達之為

ex ≈ 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
,

那麼誤差為

|Rn(x)| =
∣∣∣∣ eθx

(n+ 1)!
xn+1

∣∣∣∣ ≤ e|x|

(n+ 1)!
|x|n+1, (0 < θ < 1).
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取 x = 1, 則得自然底數 e 的近似值為

e ≈ 1 + 1 +
1

2!
+ · · ·+ 1

n!
,

其誤差為

|Rn| <
e

(n+ 1)!
<

3

(n+ 1)!
.

例 2.10.8 求函數 f(x) = sinx 的帶有拉格朗日餘項的 n 階馬克勞林公式.

解 由於

f (n)(x) = sin
(
x+

nπ

2

)
, (n ∈ N ∪ {0}),

所以

f (n)(0) =


0, n ≡ 0 (mod 2);

1, n ≡ 1 (mod 4);

−1, n ≡ 3 (mod 4),

於是, 令 n = 2m, 就有

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)m−1 x2m−1

(2m− 1)!
+R2m,

其中,

R2m =
sin
[
θx+ (2m+ 1)π2

]
(2m+ 1)!

x2m+1 = (−1)m
cos θx

(2m+ 1)!
x2m+1, (0 < θ < 1).

例 2.10.9 類似地, 還可以得到

(1) cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)m

x2m

(2m)!
+ (−1)m+1 cos θx

(2m+ 2)!
x2m+2;

(2) ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+

(−1)nxn+1

(n+ 1)(1 + θx)n+1
;

(3) (1 + x)µ = 1 + µx+
µ(µ− 1)

2!
x2 + · · ·+ µ(µ− 1) · · · (µ− n+ 1)

n!
xn +Rn(x),

其中, Rn(x) =
µ(µ− 1) · · · (µ− n+ 1)(µ− n)

(n+ 1)!
(1 + θx)µ−n−1xn+1;

(4) tan−1 x = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ · · ·+ (−1)m

x2m+ 1

2m+ 1
+

(−1)m+1x2m+2

(2m+ 2)(1 + θ2x2)m+2
;

(5) sinhx = x+
x3

3!
+
x5

5!
+
x7

7!
+ · · ·+ x2m+1

(2m+ 1)!
+

sinh θx
(2m+ 2)!

x2m+2;

(6) coshx = 1 +
x2

2!
+
x4

4!
+
x6

6!
+ · · ·+ x2m

(2m)!
+

sinh θx
(2m+ 1)!

x2m+1;

這裡, 0 < θ < 1.

例 2.10.10 利用帶有皮亞諾餘項的馬克勞林公式, 求極限

lim
x→0

sinx− x cosx
sin3 x

.
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解 分式的分母可用等價無窮小替換 sin3 x ∼ x3 (x→ 0), 所以只需將分子中的 sinx 及 cosx 分別用帶有皮
亞諾餘項的三階馬克勞林公式表示, 即

sinx = x− x3

3!
+ o(x3), x cosx = x− x3

2!
+ o(x3),

於是

sinx− x cosx = x− x3

3!
+ o(x3)− x+

x3

2!
− o(x3) =

x3

3
+ o(x3),

因此

lim
x→0

sinx− x cosx
sin3 x

= lim
x→0

1
3x

3 + o(x3)

x3
=

1

3
.

2.11 函數的性態與曲線描繪

函數的增減性

準則 2.11.1 (可導函數的單調準則) 設 f 在區間 I 上連續, 且在 I 的內部 I̊ 內可導,

(1) 若對所有 x ∈ I̊, 均有 f ′(x) ≥ 0, 且等號僅在有限多個點處成立, 則函數在區間 I 上是增函數;

(2) 若對所有 x ∈ I̊, 均有 f ′(x) ≤ 0, 且等號僅在有限多個點處成立, 則函數在區間 I 上是減函數.

證明 任取兩點 x1, x2 ∈ I, x1 < x2, 因 f 在 I 內可導, 故在 I 上連續, 所以可知 f 在區間 (x1, x2) 內可導,
且在 [x1, x2] 上連續, 依拉格朗日均值定理 2.8.8, 存在 ξ ∈ (x1, x2), 使

f ′(ξ) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
.

(1) 如果對所有 x ∈ I̊, 均有 f ′(x) ≥ 0, 則 f ′(ξ) ≥ 0, 因此

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≥ 0 =⇒ f(x1) ≤ f(x2).

(2) 如果對所有 x ∈ I̊, 均有 f ′(x) ≤ 0, 則 f ′(ξ) ≤ 0, 因此

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ 0 =⇒ f(x1) ≥ f(x2).

注意 2.11.2 此處針對區間討論, 而不是一般集合. 例如, 函數 f(x) = x3 − x 在區間 (−∞,−1/
√
3] 及

[1/
√
3,+∞) 上滿足 f ′(x) = 3x2 − 1 ≥ 0, 故 f 是該二區間上的增函數, 但

f

(
− 1√

3

)
=

1√
3
− 1√

27
>

1√
27

− 1√
3
= f

(
1√
3

)
,

也就是說, 對於取自不同的區間的 x1 及 x2, 即使有 x1 < x2 且 f 在該兩區間上是增函數, 也未必會有
f(x1) < f(x2).

例 2.11.3 判斷函數 f(x) = x− sinx 在區間 [−π, π] 上的單調性.

解 因為在 (−π, π) 內,
f ′(x) = 1− cosx ≥ 0,

且等號僅在 x = 0 處成立, 故依準則, 可知函數 f 在區間 [−π, π] 上單調遞增.
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例 2.11.4 討論函數 f(x) = ex − x− 1 (−∞,+∞) 的單調性.

解 f ′(x) = ex − 1.
因為在 (−∞, 0) 內, f ′(x) < 0; 在 (0,+∞) 內, f ′(x) > 0, 所以 f 的減區間為 (−∞, 0], 增區間為 [0,+∞).

例 2.11.5 討論函數 f(x) =
3
√
x2 (−∞,+∞) 的單調性.

解 當 x 6= 0 時,
f ′(x) =

2

3 3
√
x
,

當 x = 0 時, 導數不存在. 在 (−∞, 0) 內, f ′(x) < 0; 在 (0,+∞) 內, f ′(x) > 0, 因此函數 f 在區間 (−∞, 0]

上是減函數, 在區間 [0,+∞) 上是增函數.

注意 2.11.6 由前兩個例子可看出, 單調區間的分界點剛好就是函數 f 的臨界點, 故一般地, 我們有如下結
論:
如果函數 f 在定義區間上連續, 除了有限個導數不存在的點外導數存在且在區間內只有有限個駐點, 那麼

只要用函數的臨界點 (駐點和導數不存在的點) 來劃分函數的定義區間, 就能保證 f ′ 在各個部分區間內保持

固定符號, 因而函數 f 在每個部分區間上單調.

例 2.11.7 求函數 f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x− 3 的單調區間.

解 f ′(x) = 6x2 − 18x+ 12 = 6(x− 1)(x− 2), 顯然 f ′ 沒有不可導點, 所以 f 的所有臨界點都是駐點.

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 1或 2,

x (−∞, 1) (1, 2) (2,+∞)

f ′ + − +

f ↗ ↘ ↗

故 f 的減區間為 [1, 2], 增區間為 (−∞, 1] 和 [2,+∞).

例 2.11.8 證明當 x > 1 時, 2
√
x > 3− 1

x .

解 令 f(x) = 2
√
x− 3 + 1

x , 那麼

f ′(x) =
1√
x
− 1

x2
=

1

x2
(
x
√
x− 1

)
,

當 x > 1 時, 恆有 f ′(x) > 0, 所以 f 在區間 [1,+∞) 上單調遞增, 從而當 x > 1 時, f(x) > f(1) = 0, 即

2
√
x > 3− 1

x
(x > 1).

函數圖形的凹凸性與反曲點

定義 2.11.9 設 f 在區間 I 上連續, 如果對 I 上任一兩點 x1, x2, 恆有

f

(
x1 + x2

2

)
<
f(x1) + f(x2)

2
,

那麼稱 f 在 I 上的圖形是向上凹的/向下凸的/凹弧; 如果恆有

f

(
x1 + x2

2

)
>
f(x1) + f(x2)

2
,

那麼稱 f 在 I 上的圖形是向下凹的/向上凸的/凸弧. 如果 x0 ∈ I̊, 且曲線 y = f(x) 在經過點 (x0, f(x0)) 時,
曲線的凹凸性改變了, 則稱點 (x0, f(x0)) 為此曲線的反曲點.
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x

y

O x1

f(x1)

x2

f(x2)

x1+x2

2

f(x1)+f(x2)
2

f
(
x1+x2

2

)

凸弧

x

y

O x1

f(x1)

x2

f(x2)

x1+x2

2

f(x1)+f(x2)
2

f
(
x1+x2

2

)

凹弧

註記 2.11.10 其他定義方式:

(1) 如果 f 的圖形的切線總是在圖形下方, 則稱為凹弧; 如果 f 的圖形的切線總是在圖形上方, 則稱為凸弧;

(2) 如果區間 I 內任意兩點 x, y 及所有 t ∈ [0, 1] 滿足

f (tx+ (1− t)y) ≤ t · f(x) + (1− t) · f(y),

則稱 f 的圖形為凹弧; 如果滿足

f (tx+ (1− t)y) ≥ t · f(x) + (1− t) · f(y),

則稱 f 的圖形為凸弧 (注意: 有的教科書所定義的這兩個名詞恰好相反).

準則 2.11.11 (可導函數曲線凹凸性準則) 設 f 在區間 I 上連續, 在區間 I̊ 內二階可導, 那麼

(1) 若在 I̊ 內, f ′′(x) > 0, 則 f 在 I 上的圖形是凹的;

(2) 若在 I̊ 內, f ′′(x) < 0, 則 f 在 I 上的圖形是凸的.

證明 僅證明情形 (1). 設 x1, x2 ∈ I 為任意兩點, 且 x1 < x2, 令 x0 = 1
2 (x1 + x2), 記 x2 − x0 = x0 − x1 = h,

則 x1 = x0 − h, x2 = x0 + h, 依拉格朗日均值定理 2.8.8, 得

f(x0 + h)− f(x0) = f ′(x0 + θ1h)h,

f(x0)− f(x0 − h) = f ′(x0 − θ2h)h,

其中 0 < θ1, θ2 < 1. 兩式相減, 得

f(x0 + h) + f(x0 − h)− 2f(x0) = [f ′(x0 + θ1h)− f ′(x0 − θ2h)]h.

再對 f ′ 在區間 [x0 − θ2h, x0 + θ1h] 上使用拉格朗日均值定理, 得

[f ′(x0 + θ1h)− f ′(x0 − θ2h)]h = f ′′(ξ)(θ1 + θ2)h
2,

其中 x0 − θ2h < ξ < x0 + θ1h. 根據假設, f ′′(ξ) > 0, 故有

f(x0 + h) + f(x0 − h)− 2f(x0) > 0,

即
f(x0 + h) + f(x0 − h)

2
> f(x0),

亦即
f(x1) + f(x2)

2
> f

(
x1 + x2

2

)
,

故 f 在 I 上的圖形是凹的.
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定義 2.11.12 設函數 f 在區間 I 有定義, 如果有一點 x0 ∈ I 使得 f ′′(x0) = 0 或 f ′′(x0) = ∞ 或 f ′′(x0) 不

存在, 則稱點 x0 為 f 的二階臨界點.

系理 2.11.13 函數 f 的反曲點必為二階臨界點.

注意 2.11.14 此系理反過來未必成立, 比如說 f(x) = x4 在點 x = 0 處滿足 f ′′(0) = 0, 但 f 的圖像總是凹

的.

註記 2.11.15 與函數的增減性判斷方法類似地, 一般有如下步驟來判定函數的凹凸區間及反曲點:

(1) 求 f ′′(x);

(2) 求出 f 的所有二階臨界點;

(3) 以所有二階臨界點及函數 f 無定義的點來劃分區間, 並判斷 f ′′ 在各個區間內的符號.

例 2.11.16 判斷 f(x) = lnx 的凹凸性.

解 因 f ′(x) = 1/x, f ′′(x) = −1/x2, 所以在 (0,+∞) 內, 恆有 f ′′ < 0, 故曲線 y = lnx 是凸的.

例 2.11.17 求曲線 y = 2x3 + 3x2 − 12x+ 14 的反曲點.

解 設 y = f(x), 那麼 f ′(x) = 6x2 + 6x− 12, f ′′(x) = 12x+ 6 = 6(2x+ 1). 顯然函數 f 在整個定義域上都

是二階可導的, 所以 x = −1/2 是 f 唯一的二階臨界點.

x (−∞,−1/2) (−1/2,+∞)

f ′′ − +

f ⌢ ⌣

故 f 的凹區間為 [−1/2,+∞), 凸區間為 (−∞,−1/2], 反曲點為 (−1/2, 41/2).

例 2.11.18 求曲線 y = 3
√
x 的反曲點.

解 設 y = f(x), 顯然 f 在區間 (−∞,+∞) 上連續. 當 x 6= 0 時,

f ′(x) =
1

3
3
√
x2
, f ′′(x) = − 2

9x
3
√
x2
,

當 x = 0 時, 函數的二階導數不存在, 故 x = 0 是 f 的二階臨界點.

x (−∞, 0) (0,+∞)

f ′′ + −
f ⌣ ⌢

故 f 的凸區間為 [0,+∞), 凹區間為 (−∞, 0], 反曲點為 (0, 0).

例 2.11.19 設有曲線 {
x = t2,

y = t3 − 3t,

討論該曲線的凹凸性.

解
dy
dx =

3t2 − 3

2t
,

d2y
dx2 =

d
dt

(
3t2−3

2t

)
d
dt (t

2)
=

6t2+6
4t2

2t
=

3t2 + 3

4t3
,

因此, 當 t > 0 時, 曲線是凹的, 當 t < 0 時, 曲線是凸的.
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函數的極值

回顧: 由費馬極值引理 2.8.2 可知函數極值的必要條件: 函數 f 在點 x0 處可導且取得極值, 則 f ′(x0) = 0.

準則 2.11.20 (函數極值的第一充分條件) 設函數 f 在點 x0 處連續, 且在 x0 的某去心鄰域 B′(x0, δ) 內可

導.

(1) 若當 x ∈ (x0 − δ, x0) 時, f ′(x) > 0, 而當 x ∈ (x0, x0 + δ) 時, f ′(x) < 0, 則 f 在 x0 處取得極大值;

(2) 若當 x ∈ (x0 − δ, x0) 時, f ′(x) < 0, 而當 x ∈ (x0, x0 + δ) 時, f ′(x) > 0, 則 f 在 x0 處取得極小值;

(3) 若當 x ∈ B′(x0, δ) 時, f ′ 的符號保持不變, 則 f 在 x0 處沒有極值.

x

y

O

y = f(x)

x0

f ′(x) > 0 f ′(x) < 0
x

y

O

y = f(x)

x0

f ′(x) < 0 f ′(x) > 0

x

y

O

y = f(x)

x0

f ′(x) > 0 f ′(x) > 0
x

y

O

y = f(x)

x0

f ′(x) < 0 f ′(x) < 0

證明 僅證明 (1): 依函數單調性的準則, 函數 f 在 (x0 − δ, x0) 內單調遞增, 而在 (x0, x0 + δ) 內單調遞減,
又因為 f 在 x0 處是連續的, 所以當 x ∈ B′(x0, δ) 時, 總有 f(x) < f(x0), 所以 f(x0) 是 f 的一個極大值.

註記 2.11.21 與反曲點類似地, 函數的極值點可以採以下步驟求出:

(1) 求出導函數 f ′;

(2) 求出 f 的所有臨界點 (駐點與不可導點);

(3) 以所有臨界點及函數 f 無定義的點, 並判斷 f ′ 在各個區間內的符號.

例 2.11.22 求函數 f(x) = (x− 4) 3
√
(x+ 1)2 的極值.

解 函數 f 在 (−∞,+∞) 內連續, 除了 x = −1 外處處可導, 並且

f ′(x) =
5(x− 1)

3 3
√
x+ 1

.

f 的臨界點為 x = −1, 1.

x (−∞,−1) (−1, 1) (1,+∞)

f ′ + − +

f ↗ ↘ ↗
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故 x = −1是 f 的極大值點, x = 1是 f 的極小值點;因此, f 的極大值為 f(−1) = 0,極小值為 f(1) = −3 3
√
4.

準則 2.11.23 (函數極值的第二充分條件) 設函數 f 在 x0 處具有二階導數, 且 f ′(x0) = 0, f ′′(x0) 6= 0, 那
麼

(1) 當 f ′′(x0) < 0 時, 函數 f 在 x0 處取得極大值;

(2) 當 f ′′(x0) > 0 時, 函數 f 在 x0 處取得極小值.

證明 僅證明 (1): 由於 f ′′(x0) < 0, 即

lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
< 0,

依函數極限的局部保號性 (命題 1.3.42), 當 x 在 x0 的充分小的去心鄰域內時,

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
< 0,

但 f ′(x0) = 0, 所以
f ′(x)

x− x0
< 0.

因此, 對於此去心鄰域內的 x 來說, f ′(x) 與 x−x0 異號, 故當 x < x0 時, f ′(x) > 0; 當 x > x0 時, f ′(x) < 0,
於是依函數極值的第一充分條件可知, f 在點 x0 處取得極大值.

注意 2.11.24 當 f ′′(x0) = 0 時, 無法由此準則得出確定的結論, 此時宜改用其他方法來判斷極值.

例 2.11.25 求函數 f(x) = (x2 − 1)3 + 1 的極值.

解 f ′(x) = 6x(x2 − 1)2, 顯然函數 f 處處可導. 令 f ′(x) = 0, 得駐點 x = −1, 0, 1.
f ′′(x) = 6(x2 − 1)(5x2 − 1). 因 f ′′(0) = 6 > 0, 所以 f 在 x = 0 處取得極小值 f(0) = 0. 但

f ′′(−1) = f ′′(1) = 0, 所以函數極值的第二充分條件無效, 改用第一充分條件:

x (−∞,−1) (−1, 0) (0, 1) (1,+∞)

f ′ − − + +

f ↘ ↘ ↗ ↗

因此 f 在 x = −1, 1 處沒有極值.

補充 2.11.26 如果函數在 x0 處有 f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0, 且 f (n)(x0) 6= 0, 那麼

(1) 當 n 為奇數時, f 在 x0 處不取得極值;

(2) 當 n 為偶數時, f 在 x0 處取得極值, 且當 f (n)(x0) < 0 時, f(x0) 為極大值, 當 f (n)(x) > 0 時, f(x0)
為極小值.

證明 利用帶有皮亞諾餘項的泰勒公式, 在 x0 附近, 有:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + o ((x− x0)
n)

= f(x0) +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + o ((x− x0)
n) .

根據函數極限的局部保號性 (命題 1.3.42), 可知在 x0 附近, f(x)− f(x0) 和 f (n)(x0)(x− x0)
n 同號.

(1) 當 n 是奇數時, 若 x > x0, 則 (x− x0)
n > 0, 若 x < x0, 則 (x− x0)

n < 0. 因此, 不論 f (n)(x0) 的符號

為何, f(x)− f(x0) 在 x0 兩側的符號相異, 故 x0 不可能是極值點.



2.11 函數的性態與曲線描繪 99

(2) 當 n 是偶數時, 不管 x > x0 還是 x < x0, 均有 (x− x0)
n > 0, 此時 f(x)− f(x0) 在 x0 兩側的符號必

相同, 故 x0 必為極值點. 又

(a) 當 f (n)(x0) > 0 時, f(x) > f(x0), 此時 f(x0) 是極小值;

(b) 當 f (n)(x0) < 0 時, f(x) < f(x0), 此時 f(x0) 是極大值.

例 2.11.27 已知 0 是函數 f(x) = x4, g(x) = x3 的駐點, 試問: 0 是否是它們的極值點?

解 g′(0) = 3 · 02 = 0, g′′(0) = 6 · 0 = 0, g′′′(0) = 6 6= 0, 因此 x = 0 不是 g 的極值點.
f ′(0) = 4 · 03 = 0, f ′′(0) = 12 · 02 = 0, f ′′′(0) = 24 · 0 = 0, f (4)(0) = 24 > 0, 因此 x = 0 是 f 的極小值點.

函數圖形的描繪

利用導數描繪函數圖形的一般步驟為:

(1) 確定函數 y = f(x) 的定義域、截距及某些特性, 如對稱性、週期性等;

(2) 求 f ′, f ′′ 及所有臨界點、二階臨界點;

(3) 劃分區間, 討論 f ′ 及 f ′′ 在各個區間內的符號;

(4) 確定函數 f 在各區間內的增減性、凹凸性、極值點及反曲點, 以及計算 f 在各臨界點的函數值;

(5) 確定函數的水平、鉛直、斜等漸近線;

(6) 利用以上資訊, 描繪函數圖形.

例 2.11.28 描繪函數 y = f(x) = x3 − x2 − x+ 1 的圖形.

解 (1) 定義域: (−∞,+∞); f(0) = 1; 無奇偶性及週期性.

(2) f ′(x) = 3x2 − 2x− 1 = (3x+ 1)(x− 1), f ′′(x) = 6x− 2 = 2(3x− 1),
臨界點與二階臨界點: − 1

3 ,
1
3 , 1.

(3) 劃分區間:

x (−∞,− 1
3 ) − 1

3 (− 1
3 ,

1
3 )

1
3 ( 13 , 1) 1 (1,+∞)

f ′ + 0 − − − 0 +

f ′′ − − − 0 + + +

f 升凸
極大
32
27

降凸
反曲
16
27

降凹
極小

0
升凹

(4) 無漸近線.

(5) 圖像:
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x

y

O

1

1

(
− 1

3 ,
32
27

)
(
1
3 ,

16
27

)
y = x3 − x2 − x+ 1

例 2.11.29 描繪函數 y = f(x) =
x2 − 3

x3
的圖形.

解 (1) 定義域: (−∞, 0) ∪ (0,+∞); f(x) = 0 ⇐⇒ x = ±
√
3; 奇函數; 無週期性.

(2) f ′(x) = 9− x2

x4
, f ′′(x) = 2(x− 3

√
2)(x+ 3

√
2)

x5
,

所有臨界點為 ±3, ±3
√
2.

(3) 劃分區間:

x (−∞,−3
√
2) −3

√
2 (−3

√
2,−3) −3 (−3, 0) 0 (0, 3) 3 (3, 3

√
2) 3

√
2 (3

√
2,+∞)

f ′ − − − 0 + 無定義 + 0 − − −
f ′′ − 0 + + + 無定義 − − − 0 +

f 降凸
反曲

− 5
√

2
36

降凹
極小

− 2
9

升凹 無定義 升凸
極大

2
9

降凸
反曲
5
√

2
36

降凹

(4) lim
x→∞

f(x) = 0 =⇒ 水平漸近線 y = 0;
lim
x→0

f(x) = ∞ =⇒ 鉛直漸近線 x = 0.

(5) 圖像:

x

y

O

−
√
3(

−3
√
2,− 5

√
2

36

) (
−3,− 2

9

) √
3

(
3
√
2, 5

√
2

36

)(
3, 29

)
y =

x2 − 3

x3
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附錄: 一些不等式
定理 2.11.30 (白努利不等式) (1) 對所有 n ∈ N 及 x ∈ (−1,+∞), 均有

(1 + x)n ≥ 1 + nx;

(2) 對所有 r ∈ [1,+∞) 及 x ∈ (−1,+∞), 均有

(1 + x)r ≥ 1 + rx.

證明 (1) 對 n 作數學歸納法. 當 n = 1 時, (1 + x)1 = 1 + 1 · x, 命題成立.
假設 k ∈ N, (1 + x)k ≥ 1 + kx, 則當 n = k + 1 時,

(1 + x)k+1 = (1 + x)k(1 + x) ≥ (1 + kx)(1 + x) = 1 + (k + 1)x+ x2 ≥ 1 + (k + 1)x,

不等式仍成立.

(2) 定義 g(x) = (1 + x)r − (1 + rx), 則 g(0) = 0, 且

g(x) = r(1 + x)r−1 − r = r
[
(1 + x)r−1 − 1

]
.

注意到, 當 −1 < x < 0 時, g′(x) < 0; 當 x > 0 時, g′(x) > 0; 當 x = 0 時, g′(x) = 0. 而 g 在以 0

及 x (x 6= 0) 為端點的閉區間上連續, 開區間內可導, 依拉格朗日均值定理, 至少有一點 ξ 介於 0 和 x

(x 6= 0) 之間, 使得
g(x)− g(0) = g′(ξ)(x− 0),

即

(1 + x)r − (1 + rx) = r
[
(1 + ξ)r−1 − 1

]
x ≥ 0,

移項即得證.

定理 2.11.31 對所有 x ∈ (0,+∞) 及 α ∈ (0, 1), 有

xα ≤ αx+ (1− α),

其中, 等號成立的充要條件為 x = 1.

證明 定義 g(x) = αx+ (1− α)− xα, x > 0. 則

g′(x) = α− αxα−1 = α ·
(
1− 1

x1−α

)
< 0, 0 < x < 1;

= 0, x = 1;

> 0, x > 1,

g(1) = α− 1. 依拉格朗日均值定理, 對於 0 ≤ x < 1, 存在 ξ1 ∈ (x, 1),

g(x)− g(1) = g′(ξ1)︸ ︷︷ ︸
<0

· (x− 1)︸ ︷︷ ︸
<0

> 0;

對於 x > 1, 存在 ξ2 ∈ (1, x),
g(x)− g(1) = g′(ξ2)︸ ︷︷ ︸

>0

· (x− 1)︸ ︷︷ ︸
>0

> 0,

因此, 對所有 x ∈ (0,+∞) \ {1}, 均有 g(x) > g(1). 而 g(1) 是極小值, 且函數在 x = 1 的左側單調遞減, 在
x = 1 的右側單調遞增, 所以 x = 1 是 g 唯一的極小值點, 於是

g(x) = g(1) ⇐⇒ x = 1, 即xα = αx+ (1− α) ⇐⇒ x = 1,

即為所證.
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系理 2.11.32 對所有 a, b > 0, 0 < α < 1, 都有

aαb1−α ≤ αa+ (1− α)b,

其中, 等號成立的充要條件為 a = b.

證明 使用定理 2.11.31 的不等式, 令 x = a
b > 0, 則(a

b

)α
≤ α · a

b
+ (1− α) =⇒ aαb1−α ≤ αa+ (1− α)b,

若且唯若等號成立, 則 x = 1, 即 a = b.

系理 2.11.33 對於 A,B > 0, p, q > 1, 且 1
p +

1
q = 1, 有

AB ≤ Ap

p
+
Bq

q
,

其中, 等號成立的充要條件為 Ap = Bq.

證明 使用系理 2.11.32, 令
α =

1

p
, 1− α =

1

q
, a = Ap, b = Bq,

則
Ap

p
+
Bq

q
≥ (Ap)

1
p (Bq)

1
q = AB,

若且唯若等號成立, 則 Ap = Bq.

定理 2.11.34 (赫爾德不等式) 設對於 i = 1, . . . , n, ai, bi > 0, p, q > 1, 且 1
p +

1
q = 1, 則

n∑
i=1

aibi ≤

(
n∑
i=1

api

) 1
p
(

n∑
i=1

bqi

) 1
q

,

其中, 等號成立的充要條件為: 存在 α, β > 0, 對所有 i = 1, . . . , n, 均有 αapi = βbqi .

註記 2.11.35 若記 A = (a1, . . . , an),B = (b1, . . . , bn) ∈ Rn, 則有內積及範數

A · B =

n∑
i=1

aibi, ‖A‖p =

(
n∑
i=1

|ai|p
) 1

p

, ‖B‖q =

(
n∑
i=1

|bi|q
) 1

q

,

那麼, 不等式可寫成
A · B ≤ ‖A‖p‖B‖q,

而當 p = q = 2 時, 上述不等式化為柯西不等式.

證明 對於 i = 1, . . . , n, 令
Ai =

ai
‖A‖p

, Bi =
bi

‖B‖q
,

則由系理 2.11.33, 得
AiBi ≤

Api
p

+
Bqi
q
,

兩邊對 i 求和, 得
n∑
i=1

AiBi ≤
n∑
i=1

(
Api
p

+
Bqi
q

)
⇐⇒ A · B

‖A‖p‖B‖q
≤ 1

p

n∑
i=1

api
‖A‖pp

+
1

q

n∑
i=1

bqi
‖B‖qq

=
1

p
+

1

q
= 1,
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移項即得

A · B ≤ ‖A‖p‖B‖q.

其中, 等號成立

⇐⇒ ∀ i = 1, . . . , n, AiBi =
Api
p

+
Bqi
q

⇐⇒ ∀ i = 1 . . . , n, Api = Bqi ⇐⇒ ∀ i = 1, . . . , n,
api

‖A‖pp
=

bqi
‖B‖qq

.

充分性: 取
α =

1

‖A‖pp
, β =

1

‖B‖qq
,

則

∀ i = 1, . . . , n, αapi = βbqi .

必要性: 若存在 α, β > 0 使

∀ i = 1, . . . , n, αapi = βbqi ,

則

α

n∑
i=1

api = β

n∑
i=1

bqi =⇒ α‖A‖pp = β‖B‖qq =⇒ α

β
=

‖B‖qq
‖A‖pp

=⇒ ∀ i = 1 . . . , n,
api

‖A‖pp
=

bqi
‖B‖qq

=⇒ 等號成立.

定理 2.11.36 (閔考斯基不等式) 設 A = (a1, . . . , an),B = (b1, . . . , bn) ∈ Rn, 則

‖A + B‖p ≤ ‖A‖p + ‖B‖q,

即 (
n∑
i=1

|ai + bi|p
) 1

p

≤

(
n∑
i=1

|ai|p
) 1

p

+

(
n∑
i=1

|bi|p
) 1

p

,

等號成立的充要條件為: 存在 α, β > 0, αA = βB.

證明 注意到如果 1
p +

1
q = 1, 那麼對於 i = 1, . . . , n, 都有

|ai + bi|p = |ai + bi||ai + bi|
p
q ≤ |ai||ai + bi|

p
q + |bi||ai + bi|

p
q ,

所以

‖A + B‖pp =
n∑
i=1

|ai + bi|p =
n∑
i=1

(
|ai||ai + bi|

p
q + |bi||ai + bi|

p
q

)
赫爾德
≤ ‖A‖p

(
n∑
i=1

|ai + bi|p
) 1

q

+ ‖B‖p

(
n∑
i=1

|ai + bi|p
) 1

q

= (‖A‖p + ‖B‖q) ‖A + B‖
p
q
p ,

即

‖A + B‖p ≤ ‖A‖p + ‖B‖q.

上面不等式的證明有用到赫爾德不等式, 因此, 若且唯若等號成立, 則根據赫爾德不等式的等號成立條件, 存
在 α, β > 0, αA = βB.

系理 2.11.37 對於 p > 1, 有
1

n

n∑
i=1

|ai| ≤

(
1

n

n∑
i=1

|ai|p
) 1

p

.
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證明 使用赫爾德不等式, 令 1
q = 1− 1

p ,

n∑
i=1

|ai| =
n∑
i=1

|ai||1| ≤

(
n∑
i=1

|ai|p
) 1

p
(

n∑
i=1

1q

) 1
q

= n
1
q

(
n∑
i=1

|ai|p
) 1

p

,

兩邊同乘以 1
n , 得

1

n

n∑
i=1

|ai| ≤
(
1

n

)1− 1
q

(
n∑
i=1

|ai|p
) 1

p

=

(
1

n

n∑
i=1

|ai|p
) 1

p

.

定義 2.11.38 設集合 C 非空, 如果對任意兩點 x1, x2 ∈ C 及任意 t ∈ [0, 1], 均有

tx1 + (1− t)x2 ∈ C,

則稱 C 為凸集.

註記 2.11.39 實數軸上任意區間均為凸集.

定義 2.11.40 設 n 變數實函數 f 在凸集 C 上有定義, 若 f 滿足對所有 x1, x2 ∈ C 及所有 t ∈ [0, 1], 都有

tf(x1) + (1− t)f(x2) ≥ f (tx1 + (1− t)x2) ,

則稱 f 在 C 上為凸函數.

注意 2.11.41 區間 I 上的單變數凸函數 f 的圖形 y = f(x) 是凹弧. 應注意, 函數圖形為凹弧、凸弧, 與函
數是凸函數的含義不同.

註記 2.11.42 當 t = 1
2 時, 便有定義 2.11.9 的特殊情形.

定理 2.11.43 (琴森不等式) 實函數 f 是凸集 C 上的凸函數的充要條件為: 對任意點集 {x1, . . . , xk} 及
i = 1, . . . , k, λi ≥ 0,

∑k
i=1 λi = 1, 均有

f

(
k∑
i=1

λixi

)
≤

k∑
i=1

λif(xi).

證明 充分性: 取 λ1 = t, λ2 = 1− t, λi = 0, i = 3, . . . , k, 即得結論.
必要性: 對 k 作數學歸納法. 當 k = 1 及 k = 2 時, 顯然成立. 假設當 k = M 時, 不等式成立, 則當

k =M + 1 時, 設
∑M+1
i=1 λi = 1, λi ≥ 0, 不失一般性, 假設

∑M
i=1 λi 6= 0, 那麼

f

(
M+1∑
i=1

λixi

)
= f

(
λM+1xM+1 +

M∑
i=1

λi ·
∑M
i=1 λixi∑M
i=1 λi

)
= λM+1f(xM+1) +

M∑
i=1

λif

(∑M
i=1 λixi∑M
i=1 λi

)

= λM+1f(xM+1) +

M∑
i=1

λif

(
M∑
i=1

λi∑M
j=1 λj

xi

)
= λM+1f(xM+1) + (1− λM+1)f

(
M∑
i=1

λi
1− λM+1

xi

)

注意到
M∑
i=1

λi
1− λM+1

= 1,

根據歸納假設, 有
M∑
i=1

f

(
λi

1− λM+1
xi
)

≤
M∑
i=1

λi
1− λM+1

f(xi),
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代回上式, 得

f

(
M+1∑
i=1

λixi

)
≤ λM+1f(xM+1) + (1− λM+1)

M∑
i=1

λi
1− λM+1

f(xi) =
M+1∑
i=1

λif(xi),

即當 k =M + 1 時, 不等式仍成立.

系理 2.11.44 設實函數 f 是凸集 C 上的凸函數, 則對任意 x1, . . . , xk ∈ C, 均有

1

k

k∑
i=1

f(xi) ≥ f

(
1

n

k∑
i=1

xi

)
,

且等號成立的充要條件為 x1 = · · · = xn.

系理 2.11.45 (一般情況的均值不等式) 設對於 i = 1, . . . , n, xi 均為非負數, 那麼

(1) 對於 t > 1, 有
xt1 + · · ·+ xtn

n
≥
(
x1 + · · ·+ xn

n

)t
,

當 t = 2 時, 即為「方均—算術不等式」;

(2) 對於 0 < t < 1, 有
xt1 + · · ·+ xtn

n
≤
(
x1 + · · ·+ xn

n

)t
;

(3) (算幾不等式) (
x1 + · · ·+ xn

n

)n
≥ x1 · · ·xn.

證明 關於 (1), (2) 的證明, 取 f(x) = xt, 用琴生不等式即得證, 關於 (3), 則取 f(x) = lnx.

2.12 * 應用於物理學與幾何學中

導數在物理學中的應用

例 2.12.1 (斯乃耳定律) 如右圖, 一束光線由空氣中點 A 經過水面折射後到達水

中點 B. 已知光在空氣中和水中傳播的速度分別是 v1 和 v2, 且依費馬原理, 光線
在介質中總是沿著耗時最少的路徑傳播. 試確定光線傳播的路徑所需的條件.

A

B

O

Q

P

h1

h2

θ1

θ2

x

解 點 A 到水面的垂直距離為 |AO| = h1, 點 B 到水面的垂直距離為 |BQ| = h2, 且 |OQ| = l, |OP | = x, 那
麼光線又 A 到 B 的傳播路徑為折線 APB, 其所需傳播時間為

T (x) =

√
x2 + h21
v1

+

√
(l − x)2 + h22

v2
, x ∈ [0, l].

欲求 T (x) 在 [0, l] 上的最小值,

T ′(x) =
x

v1
√
x2 + h21

− l − x

v2
√

(l − x)2 + h22
,
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T ′′(x) =
h21

v1(x2 + h21)
3/2

+
h22

v2 ((l − x)2 + h22)
3/2

> 0,

又 T ′ 在 [0, l] 上連續, 故 T ′ 在 (0, l) 內存在唯一零點 x0, 且 x0 是 T 在 (0, l) 內的唯一極小值點, 從而也是
T 在 [0, l] 上的最小值點, 因此 T ′(x0) = 0, 即

x0

v1
√
x20 + h21

=
l − x0

v2
√

(l − x0)2 + h22
.

記

sin θ1 =
x0√
x20 + h21

, sin θ2 =
l − x0√

(l − x0)2 + h22
,

就有
sin θ1
v1

=
sin θ2
v2

.

定理 2.12.2 在運動學中, 我們有以下結論:

x′(t) = v(t), x′′(t) = v′(t) = a(t),

其中, x 為位置函數, v 為 (瞬時) 速度, a 為 (瞬時) 加速度, |v| 為 (瞬時) 速率, 它們都是時間 t 的函數.

例 2.12.3 一質點沿著 x 軸移動, 其位置函數為

x(t) = t3 − 12t2 + 36t− 27, 0 ≤ t ≤ 9,

討論該質點在各個時段的運動方向及狀態.

解 速度函數為

v(t) = x′(t) = 3t2 − 24t+ 36 = 3(t− 2)(t− 6),

加速度函數為

a(t) = 6t− 24 = 6(t− 4).

該質點的運動方向及運動狀態如下:

t [0, 2) 2 (2, 4) 4 (4, 6) 6 (6, 9]

v

運動方向
+ 0 − − − 0 +

a − − − 0 + + +

運動狀態 減速 加速 減速 加速

註記 2.12.4 v(t) · a(t) < 0 表示質點減速, v(t) · a(t) > 0 表示質點加速, v(t) · a(t) = 0 表示物體保持運動狀

態 (靜止或勻速).

例 2.12.5 (鉛直面直線運動) 選定鉛直拋出或自由釋放某質點之出發點在距離地面高 y0 的地方, 其初速度
為 v0 (v0 > 0 表鉛直上拋, v0 = 0 表自由落體, v0 < 0 表鉛直下丟), 那麼高度函數為

y(t) = −1

2
gt2 + v0t+ y0,

其中 g > 0 為常數. 質點掉落的速度函數為

y′(t) = v0 − gt,

而加速度為 y′′(t) = −g, 即不計空氣阻力的情況下, 鉛直面的直線運動是等加速直線運動, 其加速度方向永遠
是向下的.
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例 2.12.6 (簡諧運動) 一質點作簡諧運動, 其位置函數為

x(t) = A cos(ωt+ ϕ0),

其中, A 是振幅, ω 是自然角頻率, ϕ 是相角, 它們都是常數. 該質點的速度函數為

v(t) = x′(t) = −Aω sin(ωt+ ϕ0),

加速度函數為

a(t) = v′(t) = −Aω2 cos(ωt+ ϕ0).

注意到

a(t) = −ω2x(t), 即x′′(t) + ω2x(t) = 0,

此方程就是力學中著名的振動方程式.

導數在幾何學中的應用

設函數 f 在區間 I 內具有連續導數, 固定點
A(x0, f(x0)), 取曲線上任意一點 B(x, f(x)), 規定 x 增大

的方向作為曲線的正向, 且規定有向弧段 ÃB 的值 s (簡稱
弧 s) 如下: |s| =

∣∣∣ÃB∣∣∣, 當有向弧段 ÃB 與曲線的正向一

致時 s > 0, 相反時 s < 0, 此時弧 s 與 x 存在函數關係

s = s(x)0, 且 s 是增函數.
x

y

O x0

A

x

B

x+ h

C

h

f(x+ h)− f(x)

y = f(x)

設有另一點 C(x+ h, f(x+ h)), 那麼弧 s 的增量為

s(x+ h)− s(x) = ÃC − ÃB = B̃C.

於是, (
s(x+ h)− s(x)

h

)2

=

(
B̃C

h

)2

=

(
B̃C∣∣BC∣∣

)2

·
∣∣BC∣∣2
h2

=

(
B̃C∣∣BC∣∣

)2

· h
2 + (f(x+ h)− f(x))

2

h2

=

(
B̃C∣∣BC∣∣

)2

·

(
1 +

(
f(x+ h)− f(x)

h

)2
)

=⇒ s(x+ h)− s(x)

h
= ±

Ã(
B̃C∣∣BC∣∣

)2

·

(
1 +

(
f(x+ h)− f(x)

h

)2
)

令 h→ 0, 此時 C → B, 且

lim
C→B

∣∣∣B̃C∣∣∣∣∣BC∣∣ = 1,

因此,
ds
dx = ±

√
1 +

(
dy
dx

)2

,

由於 s = s(x) 單調遞增, 從而取算術平方根, 也就是

ds =
»
1 + (f ′(x))

2dx.
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定義 2.12.7 ds 稱為弧微分.

註記 2.12.8 (1) 當平面曲線由參數式
{
x = φ(t),

y = ψ(t)
給出時, 弧微分為

ds =
»
φ′2(t) + ψ′2(t) dt,

又如果寫成向量函數 r(t) = (φ(t), ψ(t)) 的形式, 那麼弧微分可寫成

ds = ‖r′(t)‖dt;

(2) 當平面曲線由極式 r = r(θ) 給出時, 弧微分為

ds =
»
r2(θ) + r′2(θ) dθ;

(3) 對於空間中的參數曲線 r(t) = (φ(t), ψ(t), ω(t)), 我們仍有

ds = ‖r′(t)‖dt =
»
φ′2(t) + ψ′2(t) + ω′2(t) dt.

證明 (1)

ds =

√
1 +

(
dy
dx

)2

dx =

√
1 +

(
dy/dt
dx/dt

)2

dx =

√(
dx
dt

)2

+

(
dy
dt

)2 dt
dxdx =

»
φ′2(t) + ψ′2(t)dt;

(2) 由 (1), 取 (x(θ), y(θ)) = (r(θ) cos θ, r(θ) sin θ), 那麼

ds =
»
x′2(θ) + y′2(θ)dθ

=
»

(r′(θ) cos θ − r(θ) sin θ)2 + (r′(θ) sin θ + r(θ) cos θ)2dθ

=
»
r′2(θ) + r2(θ)dθ;

(3) 推導方式與平面曲線雷同, 可將所有函數換成向量函數 r 來推導.

假設有一條光滑曲線 C, 觀察其切向量的變化, 發現當 C 很平緩或行為好似直線時, 切向量的方向變化不
大, 但當 C 彎曲或扭轉得「急促」時, 切向量方向的變化會更明顯. 因此, 我們引入曲率的觀念:

定義 2.12.9 設光滑曲線 C 的單位切向量為 T, 定義 C 的曲率為

κ =

∣∣∣∣dT
ds

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣dT
dt · dtds

∣∣∣∣ .
註記 2.12.10 (1) 曲率的意義為單位切向量相對於弧長的變化率的大小;

(2) κ(t) =
∣∣∣∣dT
ds

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣dT
dt · dtds

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣T′(t)

r′(t)

∣∣∣∣ .
例 2.12.11 求半徑為 a 之圓的曲率.

解 設 r(t) = (a cos t, a sin t), 那麼

r′(t) = (−a sin t, a cos t), ‖r′(t)‖ = a,
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T(t) = r′(t)
‖r′(t)‖ = (− sin t, cos t),

T′(t) = (− cos t,− sin t), ‖T′(t)‖ = 1,

因此, 圓的曲率為常數
κ =

1

a
,

即其半徑的倒數.

定理 2.12.12 平面上二階可導之函數的曲線 y = f(x) 的曲率公式為

κ(x) =
|f ′′(x)|

(1 + f ′2(x))
3/2

.

證明 略.

例 2.12.13 求直線的曲率.

解 設直線方程式為 y = mx+ c, 則 dy
dx = m, d2y

dx2 = 0, 代入公式, 得 κ = 0.

註記 2.12.14 我們可將直線視為半徑為無窮大的圓, 其圓心在無窮遠點.

定理 2.12.15 空間中的平滑曲線 r 的曲率公式為

κ(t) =
‖r′(t)× r′′(t)‖

‖r′(t)‖3 .

證明 略.

例 2.12.16 求螺旋線 r(t) = (a cos t, a sin t, bt) (a, b > 0) 的曲率.

解

r′(t) = (−a sin t, a cos t, b),

r′′(t) = (−a cos t,−a sin t, 0),

r′ × r′′(t) = (−ab sin t,−ab cos t, a2),

‖r′(t)‖ =
√
a2 + b2,

‖r′ × r′′(t)‖ = a
√
a2 + b2,

κ(t) =
a
√
a2 + b2(√
a2 + b2

)3 =
a

a2 + b2
.

定理 2.12.17 平面上的平滑曲線 r(t) = (φ(t), ψ(t)) 的曲率公式為

κ =
|φ′ψ′′ − ψ′φ′′|
(φ′2 + ψ′2)

3/2
.

證明 略.

註記 2.12.18 其他與曲率有關的結論:

(1) 對於平面上的平滑曲線 C, 選定一點作為度量弧 s 的基點 M0, 設動點 M 對應於弧 s, 點 M 處的切線

的傾斜角 (切向量與水平正向的夾角) 為 α, 顯然 α 是 s 的函數, 那麼我們有結論

κ =
dα
ds ;
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(2) 在平面上的平滑曲線 C 可在凹側作切圓, 該圓稱為曲率圓, 且可以證明曲率圓的半徑 (稱為曲率半徑)
是曲線在該點處的曲率的倒數;

(3) 設有函數曲線 C : y = f(x), 當點 (x, f(x)) 沿 C 移動時, 相應的曲率中心 (曲率圓的圓心) 的軌跡曲線
G 稱為 C 的漸屈線, 而曲線 C 稱為曲線 G 的漸伸線, 可以證明曲線 y = f(x) 的漸屈線的參數方程為

α = x−
f ′(x) ·

(
1 + f ′2(x)

)
f ′′(x)

,

β = f(x) +
1 + f ′2(x)

f ′′(x)
;

此處略去不談.

定理 2.12.19
dT
ds = κN

證明 依主法向量的定義,

N(s) =
T′(s)

‖T′(s)‖
=⇒ T′(s) = ‖T′(s)‖N(s) = κN.

定理 2.12.20
dB
ds ‖ N

證明 以一撇表示對弧 s 求導.

B′ = (T × N)′ = T′ × N + T + N′ = κN × N + T × N′ = T × N′

因此 B′ ⊥ T. 另一方面,

|B|2 = 1 =⇒ 2B′ · B = 0 =⇒ B′ ⊥ B.

由於 {T,N,B} 是 R3 的一組規範正交基, 故若以它們線性表示 B′, 即

B′ = αT + βN + γB,

則對等式兩邊分別與 T 及 B 作內積, 得 α = γ = 0, 就有 B′ = βN, 即 B′ 平行於 N.

定義 2.12.21 定義滿足
dB
ds = −τN

之係數 τ 為曲線上的點的撓率, 或
τ = −dB

ds · N.

註記 2.12.22 公式

τ = −dB
ds · N

以弧長參數 s 為變數表示, 以參數 t 表示則為

τ(t) = −B′(t) · N(t)

‖r′(t)‖ .

注意 2.12.23 顯然, 平面曲線的撓率恆為 0. 可以證明, 撓率恆為 0 之曲線必落在一個平面內.
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例 2.12.24 求螺旋線 r(t) = (a cos t, a sin t, bt) (a, b > 0) 的撓率.

解

‖r′(t)‖ =
√
a2 + b2,

N(t) = (− cos t,− sin t, 0),

B(t) =
1√

a2 + b2
(b sin t,−b cos t, a),

B′(t) =
1√

a2 + b2
(b cos t, b sin t, 0)

因此,

τ(t) = −B′(t) · N(t)

‖r′(t)‖ =
b

a2 + b2
.

定理 2.12.25

τ(t) =
(r′(t)× r′′(t)) · r′′′(t)

‖r′(t)× r′′(t)‖2

定理 2.12.26 (Frenet-Serret 公式) 

dT
ds = κN,

dN
ds =− κT +τB,

dB
ds = − τN,

或寫成矩陣式: (
dT
ds

dN
ds

dB
ds

)
=
(

T N B
)0 −κ 0

κ 0 −τ
0 τ 0

 .

證明 只需證明

dN
ds = −κT + τB.

我們有 {
N · T = 0,

N · B = 0
=⇒

{
N′ · T = −N · T′ = −κ(s)‖N‖2 = −κ(s),
N′ · B = −N · B′ = τ(s)‖N‖2 = τ(s).

因 {T,N,B} 是 R3 的一組規範正交基, 所以如果令

N′ = αT + βN + γB,

等式兩邊與 T,N,B 作內積, 就得到
α = −κ, β = 0, γ = τ.
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2.13 * 方程的近似解

二分法

設函數 f 在區間 [a, b] 上連續, f(a) · f(b) < 0, 且方程 f(x) = 0 在 (a, b) 內僅有一個實根 ξ, 於是區間 [a, b]

為所求實根的一個隔離區間.
取 [a, b] 的中點 ξ1 = 1

2 (a+ b), 計算 f(ξ1).
若 f(ξ1) = 0, 則 ξ = ξ1; 若 f(ξ1) 與 f(a) 同號, 則取 a1 = ξ1, b1 = b, 由 f(a1) · f(b1) < 0, 知 a1 < ξ < b1,

且 b1 − a1 = 1
2 (b− a); 若 f(ξ1) 與 f(b) 同號, 則取 a1 = a, b1 = ξ1, 也有 a1 < ξ < b1 及 b1 − a1 = 1

2 (b− a);
也就是說, 當 ξ 6= ξ1 時, 可求得 a1 < ξ1 < b1, 且 b1 − a1 = 1

2 (b− a).
以 [a1, b1] 作為新的隔離區間, 重複上述做法, 當 ξ 6= ξ2 = 1

2 (a1 + b1) 時, 可求得 a2 < ξ < b2, 且
b2 − a2 = 1

22 (b− a).
重複以上操作, 可求得 an < ξ < bn, 且 bn − an = 1

2n (b − a), 由此可知, 若以 an 或 bn 作為 ξ 的近似值,
則其誤差小於 1

2n (b− a).

例 2.13.1 用二分法求方程 x3 + 1, 1x2 + 0.9x− 1.4 = 0 的實根的近似值, 使誤差不超過 10−2.

解 設 f(x) = x3+1.1x2+0.9x−1.4, f ∈ C0 ((−∞,+∞)). f ′(x) = 3x2+2.2x+0.9的判別式 22−4 ·3 ·0.9 =

−5.96 < 0 告訴我們 f ′(x) > 0, 因此 f 在 (−∞,+∞) 單調遞增, f(x) = 0 至多有一個實根.
由 f(0) · f(1) = −1.4 · 1.6 < 0 可知 f 在 [0, 1] 內有唯一實根. 取 a = 0, b = 1.
ξ1 = 0.5, f(ξ1) = −0.55 < 0, 故取 a1 = 0.5, b1 = 1;
ξ2 = 0.75, f(ξ2) = 0.32 > 0, 故取 a2 = 0.5, b2 = 0.75;
ξ3 = 0.625, f(ξ3) = −0.16 < 0, 故取 a3 = 0.625, b3 = 0.75;
ξ4 = 0.687, f(ξ4) = 0.062 > 0, 故取 a4 = 0.625, b4 = 0.687.
ξ5 = 0.656, f(ξ5) = −0.054 < 0, 故取 a6 = 0.656, b6 = 0.672;
ξ6 = 0.672, f(ξ6) = 0.005 > 0, 故取 a7 = 0.664, b7 = 0.672;
ξ7 = 0.664, f(ξ7) = −0.025 < 0, 故取 a7 = 0.664, b7 = 0.672.
於是

0.664 < ξ < 0.672 且 0.672− 0.664 = 0.006 < 0.01,

即 0.664 作為根的不足近似值, 0.672 作為根的過剩近似值, 其誤差均小於 10−2.

切線法 (牛頓法)
設函數 f 在區間 [a, b] 的附近 (即在某個包含 [a, b] 的開區間內) 具有二階導數, f(a) · f(b) < 0, 且 f ′ 及 f ′′

在 [a, b] 上保持定號, 在此條件下, 方程 f(x) = 0 在 (a, b) 內有唯一的實根 ξ, [a, b] 為根的一個隔離區間, 此
時曲線 f 在 [a, b] 上的圖形 ÃB 僅有如下所示的四種不同情形:

x

y

O x1

a

A

b

B

ξ

y = f(x)

情況 1:
f(a) < 0, f(b) > 0,

f ′(x) > 0, f ′′(x) > 0

x

y

O x1a

A

b

B

ξ

y = f(x)

情況 2:
f(a) < 0, f(b) < 0,

f ′(x) < 0, f ′′(x) > 0
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x

y

O
x1a

A

b

B

ξ

y = f(x)

情況 3:
f(a) < 0, f(b) > 0,

f ′(x) > 0, f ′′(x) < 0

x

y

O
x1

a

A

b

B

ξ

y = f(x)

情況 4:
f(a) > 0, f(b) < 0,

f ′(x) < 0, f ′′(x) < 0

考慮用曲線弧 ÃB 的一端的切線來取代曲線弧, 從而求出方程實根的近似值, 此方法稱為切線法或牛頓
法. 由上圖中可看出, 若在縱座標與 f ′′ 同號的那個端點 (記作 (x0, f(x0)), 稱為初始點) 處作切線, 這切線與
x 軸的交點的橫座標 x1 就比 x0 更接近方程的根 ξ (即初始點應選擇 x0 = a 還是 b 取決於 f(a) 還是 f(b)

與 f ′′(x) (x ∈ (a, b)) 同號).

以情形 1 為例, 因 f(b) 與 f ′′(x) 同號, 所以取初始點 x0 = b, 在點
(x0, f(x0)) 作切線, 此切線方程為

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0).

令 y = 0, 解出 x, 得
x1 = x0 −

f(x0)

f ′(x0)
,

x

y

O x1

a

A

b

B

ξ

y = f(x)

x2

它比 x0 更靠近 ξ. 再在點 (x1, f(x1)) 處作切線, 可得根的近似值 x2. 如此繼續, 一般地, 在點 (xn, f(xn)) 處

作切線, 得根的近似值

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
. (2.13)

若 f(a) 與 f ′′(x) 同號, 那麼切線作在端點 (a, f(a)) 處 (如情形 2 及 3), 記 x0 = a 並同樣地按 (2.13) 式
計算切線與 x 軸交點的橫座標.

例 2.13.2 用二分法求方程 x3 + 1, 1x2 + 0.9x− 1.4 = 0 的實根的近似值, 使誤差不超過 10−2.

解 設 f(x) = x3 + 1.1x2 + 0.9x− 1.4, 已知 [0, 1] 是根的一個隔離區間, f(0) < 0, f(1) > 0. 在 [0, 1] 上,

f ′(x) = 3x2 + 2.2x+ 0.9 > 0, f ′′(x) = 6x+ 2.2 > 0,

f ′′(x) 在區間 [0, 1] 上與 f(1) 同號, 故取 x0 = 1.

x1 = 1− f(1)

f ′(1)
≈ 0.738,

x2 = 0.738− f(0.738)

f ′(0.738)
≈ 0.674,

x3 = 0.674− f(0.674)

f ′(0.674)
≈ 0.671.

注意到 f(xi) (i = 0, 1, 2, 3) 與 f ′′(x) 同號, 可知 f(0.671) > 0. 經過計算可知 f(0.670) < 0, 於是有

0.670 < ξ < 0.671,

以 0.670 或 0.671 作為根的近似值, 誤差均小於 10−2.
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割線法 (截弦法)

考慮用
f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1

來近似替代 (2.13) 式中的 f ′(xn), 此時的迭代公式變成

xn+1 = xn − xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)
· f(xn), (2.14)

其中, x0, x1 為初始值. 此方法稱為割線法或截弦法.

x

y

O xn+1

a

A

b

B

xn−1xn

ξ

y = f(x)

例 2.13.3 用二分法求方程 x3 + 1, 1x2 + 0.9x− 1.4 = 0 的實根的近似值, 使誤差不超過 10−2.

解 取 x0 = 1, x1 = 0.8, 用連續迭代公式 (2.14) 得

x2 = x1 −
x1 − x0

f(x1)− f(x0)
· f(x1) ≈ 0.699,

x3 = x2 −
x2 − x1

f(x2)− f(x1)
· f(x2) ≈ 0.672,

x4 = x3 −
x3 − x2

f(x3)− f(x2)
· f(x3) ≈ 0.671.

由於 x4 − x3 ≈ 0.001 < 10−2, 故以 0.67 作為根的近似值, 其誤差小於 10−2.



單元 3

單變數函數的積分 (未完成)

3.1 積分的定義與基本性質

定義 3.1.1 稱閉區間 [a, b] 的有限子集 {a, x1, . . . , xn−1, b} 為區間 [a, b] 的一個劃分, 記作

P = {a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = xb},

定義劃分 P 的模為

‖P‖ = max
1≤i≤n

(xi − xi−1) .

例 3.1.2 集合

P1 = {0, 1}, P2 =

ß
0,

1

2
, 1

™
, P3 =

ß
0,

1

4
,
1

2
, 1

™
都是區間 [0, 1] 的劃分, 且

‖P1‖ = 1, ‖P2‖ = max
ß
1

2
− 0, 1− 1

2

™
=

1

2
, ‖P3‖ = max

ß
1

4
− 0,

1

2
− 1

4
, 1− 1

2

™
=

1

2
.

註記 3.1.3 P = {a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b} 將區間 [a, b] 分成 n 個子區間

[x0, x1], [x1, x2], . . . , [xn−1, xn],

各區間 [xi−1, xi] 的長度為 ∆xi = xi − xi−1.

定義 3.1.4 設 f : [a, b] → R 為一函數, 且 P = {a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = xb} 為 [a, b] 的一個劃

分, 在各子區間 [xi−1, xi] 中各取一點 ξi (稱為樣本點), 記樣本點集為 Ξ = {ξ1, . . . , ξn}, 定義函數 f 在 [a, b]

上關於 P 和 Ξ 的黎曼和為

Sf (P,Ξ) =

n∑
i=1

f(ξi)∆xi.

如果極限

lim
∥P∥→0

Sf (P,Ξ) = I ∈ R

存在, 即對所有 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得對 [a, b] 的任何劃分 P 以及在 P 上任選的點集 Ξ, 只要 ‖P‖ < δ, 便
有 |Sf (P,Ξ) − I| < ε, 那麼稱函數 f 在 [a, b] 上可積或黎曼可積, 數 I 稱為 f 在 [a, b] 上的定積分或黎曼積

分, 記作

I =

∫ b

a

f(x) dx 或

∫ x=b

x=a

f(x) dx,

其中, [a, b] 稱為積分區間, a, b 分別稱為這個積分的下限和上限, f 稱為被積函數, x 稱為積分變數.

115
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註記 3.1.5 (1) 若 f 在 [a, b] 上黎曼可積, 則定積分不依賴積分區間的劃分的樣本點之選取, 僅與被積函
數及積分區間有關;

(2) 定積分 ∫ b

a

f(x) dx

是與 x 無關的常數, 因此 x 替換成其他字母都不影響結果, 如∫ x=b

x=a

f(x) dx =

∫ r=b

r=a

f(r) dr =
∫ ♮=b

♮=a

f(♮) d♮ =
∫ x3=b

x3=a

f(x3) dx3 = · · · ,

只要 f(·) 中的變數與 d(·) 的 d 後的變數一致即可, 故稱積分變數 x、r、♮ 等為啞變數;

(3) 定積分的幾何意義為曲線 y = f(x) 與 x 軸所夾區域之淨有號面積, x 軸上方面積為正, x 軸下方面積
為負, 定積分即為相應區間上所有有號面積之總和.

x
a bc1

c2
y = f(x)

x
a bc1

c2
y = f(x)

命題 3.1.6 以下為函數可積的一些充分條件及必要條件, 此處略去不證:

(1) 設 f 在區間 [a, b] 上連續, 那麼 f 在 [a, b] 上可積;

(2) 設 f 在區間 [a, b] 上有界, 且只有有限個第一類間斷點, 無第二類間斷點, 那麼 f 在 [a, b] 上可積;

(3) 設 f 在區間 [a, b] 上單調, 那麼 f 在 [a, b] 上可積;

(4) 若 f 在區間 [a, b] 上可積, 則 f 在 [a, b] 有界.

注意 3.1.7 關於閉區間 [a, b] 的劃分 P = {a = x0 < x1 < · · · < xn < b} 及樣本點集 Ξ = {ξ1, . . . , ξn}, 常
有以下幾種取法:

(1) 均勻劃分區間成

P =

ß
a < a+

b− a

n
< a+

2(b− a)

n
< · · · < a+

i(b− a)

n
< · · · < b

™
,

且取各子區間的右端點為樣本點

ξi = xi = a+
b− a

n
i,

即 ∆xi = ∆x = b−a
n , 此時, 定積分的定義化為∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

n∑
i=1

f

(
a+

i(b− a)

n

)(
b− a

n

)
,

此取法常用來將極限問題轉化為定積分的問題;

(2) 均勻劃分區間並取各子區間的中點;

(3) 任意劃分區間且取各子閉區間中的最大值點, 此取法的黎曼和稱為上和;

(4) 任意劃分區間且取各子閉區間中的最小值點, 此取法的黎曼和稱為下和.
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例 3.1.8 求 ∫ 1

0

x2 dx.

解 依命題 3.1.6 可知, 因為 f(x) = x2 在積分區間 [0, 1] 是連續函數, 所以在 [0, 1] 上是可積的, 故與區間
[0, 1] 的劃分及樣本點的選取無關, 所以為了方便計算, 將區間 [0, 1] 劃分成 n 等份, 各區間長度為 ∆xi =

1
n ,

樣本點都取各子區間的右端點 ξi =
i
n , i = 1, . . . n− 1, 於是得黎曼和

n∑
i=1

f(ξi)∆xi =

n∑
i=1

ξ2i∆xi =

n∑
i=1

(
i

n

)2

· 1
n
=

1

n3

n∑
i=1

i2

=
1

n3
· 1
6
n(n+ 1)(2n+ 1) =

1

6

(
1 +

1

n

)(
2 +

1

n

)
,

當劃分的模趨近於 0 時, n→ ∞, 因此∫ 1

0

x2 dx = lim
n→0

1

6

(
1 +

1

n

)(
2 +

1

n

)
=

1

3
.

定義 3.1.9 設 f : [a, b] → R 黎曼可積, 為了計算及應用方便期間, 補充規定:

(1) 對於 c ∈ [a, b], ∫ c

c

f(x) dx = 0;

(2) ∫ a

b

f(x) dx = −
∫ b

a

f(x) dx.

定理 3.1.10 (定積分的運算性質) 設 α, β 為常數, f, g : [a, b] → R 為可積函數, a < c < b, 那麼

(1)
∫ b

a

(αf(x) + βg(x)) dx = α

∫ b

a

f(x) dx+ β

∫ b

a

g(x) dx (線性);

(2)
∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx (區間可加性).

x

y

a b

y = f(x)

y = cf(x)

定積分的係數積

x

y

a b

y = f(x)

y = g(x)

y = f(x) + g(x)

定積分的加性

x

y

a c b

y = f(x)

定積分的區間可加性

註記 3.1.11 性質 (1) 對於任意有限多個可積函數的線性組合仍成立, 性質 (2) 也可以推廣至有限多個積分
區間上的定積分的和.
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證明 (1) 考慮 [a, b] 的劃分 P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} 及樣本點集 {ξ1, . . . , ξn}, 因為 f, g 在

[a, b] 上可積, 所以∫ b

a

f(x) dx = lim
∥P∥→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi 及

∫ b

a

g(x) dx = lim
∥P∥→0

n∑
i=1

g(ξi)∆xi

存在, 因此 ∫ b

a

(αf(x) + βg(x)) dx = lim
∥P∥→0

n∑
i=1

(αf(ξi) + βg(ξi))∆xi

= α lim
∥P∥→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi + β lim
∥P∥→0

n∑
i=1

g(ξi)∆xi

= α

∫ b

a

f(x) dx+ β

∫ b

a

g(x) dx.

(2) 因為 f 在 [a, b] 上可積, 所以不論如何劃分 [a, b], 黎曼和的極限總保持不變, 故劃分區間時, 可永遠選取
c 為分點, 那麼 [a, b] 上的黎曼和等於 [a, c] 上的黎曼和加上 [c, b] 上的黎曼和, 令 ‖P‖ → 0, 即得∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.

注意 3.1.12 根據補充規定 (定義 3.1.9), 我們有: 不論 a, b, c 的大小關係如何, 總有等式∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx

成立. 比如說, 當 a < b < c 時,∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx−
∫ c

b

f(x) dx.

命題 3.1.13 如果在區間 [a, b] 上, f(x) ≡ 1, 那麼∫ b

a

1dx =

∫ b

a

dx = b− a.

證明 根據定積分的幾何意義,∫ b

a

1dx

就是長為 b− a, 高為 1 的長方形面積. x

y

y = 1

a b

命題 3.1.14 (定積分的不等性質) 設 a < b, 且 f 在 [a, b] 上可積,

(1) 如果在區間 [a, b] 上, f(x) ≥ 0, 那麼 ∫ b

a

f(x) dx ≥ 0;

(2) 設 g 在 [a, b] 上可積, 如果在區間 [a, b] 上, f(x) ≤ g(x), 那麼∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx

(積分的保序性);
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(3) |f | 在 [a, b] 上可積, 且 ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx
∣∣∣∣∣ ≤

∫ b

a

|f(x)| dx

(積分的三角不等式)

(4) 如果
M = max

x∈[a,b]
f(x), m = min

x∈[a,b]
f(x),

那麼

m(b− a) ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤M(b− a).

x

y

a b

y = f(x)

y = g(x)

(2) 定積分的保序性

x

y

a b

min f

max f
y = f(x)

(4) 定積分的上、下界

證明 (1) 考慮劃分 P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}及樣本點 ξ1, . . . , ξn,因為 f(x) ≥ 0,所以 f(ξi) ≥ 0

(i = 1, . . . , n). 又由於 ∆xi = xi − xi−1 > 0 (i = 1, . . . , n), 因此

n∑
i=1

f(ξi)∆xi ≥ 0,

令 ‖P‖ → 0, 即得結論;

(2) 因為 g(x)− f(x) ≥ 0, 由 (1) 得 ∫ b

a

[g(x)− f(x)] dx ≥ 0,

再由積分的線性性質, 即得結論;

(3) 因為
−|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|,

所以由 (2), 得

−
∫ b

a

|f(x)| dx ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

|f(x) dx,

也就是 ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx
∣∣∣∣∣ ≤

∫ b

a

|f(x)| dx;
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(4) 因為 m ≤ f(x) ≤M , 所以由 (2), 得∫ b

a

mdx ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

M dx,

再由積分的線性性質及命題 3.1.13, 即得結論.

定理 3.1.15 (定積分 (第一)均值定理) 如果函數 f 在區間 [a, b]

上連續, g 在 [a, b] 上可積且不變號, 那麼在 [a, b] 上至少存在一點

ξ 滿足 ∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x) dx.

特別來說, 當 g(x) ≡ 1 時, 有∫ b

a

f(x) dx = f(ξ)(b− a).

ξ
x

y

a b

y = f(x)

f(ξ) = avg[a,b] f

證明 不妨設 g(x) ≥ 0. 因為 f 是連續函數, 所以在 [a, b] 有最值, 設最大值及最小值分別為 M,m, 則對於
x ∈ [a, b], 有

mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤Mg(x),

因此有

m

∫ b

a

g(x) dx ≤
∫ b

a

f(x)g(x) dx ≤M

∫ b

a

g(x) dx.

若
∫ b
a
g(x) dx 6= 0, 則

∫ b
a
f(x)g(x) dx = 0, 此時任取 ξ ∈ [a, b], 均能推得結論. 當

∫ b
a
g(x) dx 6= 0 時, 有

m ≤
∫ b
a
f(x)g(x) dx∫ b
a
g(x) dx

≤M,

依中間值定理 (定理 1.7.35), 存在 ξ ∈ [a, b], 使

f(ξ) =

∫ b
a
f(x)g(x) dx∫ b
a
g(x) dx

.

又當 g(x) ≡ 0 時,
∫ b
a
dx = b− a.

系理 3.1.16 若再假設 g 在 [a, b] 上是連續函數, 即 g ∈ C([a, b]), 則 ξ 可在開區間 (a, b) 內取到 (證明留作
習題).

定義 3.1.17 稱積分均值定理所得的數值

f(ξ) =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx

為函數 f 在區間 [a, b] 上的平均值.
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3.2 導數的反運算——微積分基本定理與不定積分

微積分基本定理

定義 3.2.1 設函數 f 在區間 [a, b] 上連續, x ∈ [a, b], 那麼 f 在區間 [a, x] 上仍連續, 因此定積分∫ x

a

f(t) dt

存在, 且是 x 的函數, 即
Φ(x) =

∫ x

a

f(t) dt (a ≤ x ≤ b),

稱為變限積分或積分上限函數. 同樣地, 也可以定義積分下限函數

Ψ(x) =

∫ b

x

f(t) dt (a ≤ x ≤ b).

註記 3.2.2 依定義 3.1.9, 可以將積分下限函數寫成積分上限函數

Ψ(x) =

∫ x

b

f(t) dt = −
∫ x

b

f(t) dt (a ≤ x ≤ b),

因此, 我們將著重在討論積分上限函數, 其結果一般上都可推廣到積分下限函數.

注意 3.2.3 當積分界限含 x 時, 積分變數宜改用其他啞變數來表示, 以免造成混淆.

定理 3.2.4 (微積分基本定理 I) 如果函數 f 在區間 [a, b] 上連續, 那麼積分上限函數

Φ(x) =

∫ x

a

f(t) dt

在 [a, b] 上可導, 且其導數為

Φ′(x) =
d
dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x) (a ≤ x ≤ b). (3.1)

證明 考慮 Φ(x+ h), 其中 h 6= 0 (可能為正或負),

Φ(x+ h)− Φ(x) =

∫ x+h

a

f(t) dt−
∫ x

a

f(t) dt =
∫ x+h

x

f(t) dt,

依積分均值定理 3.1.15, 在 x 與 x+ h 之間存在 ξ = ξ(h) 使得∫ x+h

x

f(t) dt = f(ξ)h,

兩邊同除以 h, 得
Φ(x+ h)− Φ(x)

h
= f(ξ), (3.2)

因為 f 在 [a, b] 上連續, 而當 h→ 0 時, ξ → x, 所以

lim
h→0

f(ξ) = f(x),

於是, 令 h→ 0 對 (3.2) 式兩端取極限, 即得

Φ′(x) = f(x) (a < x < b).

若 x = a, 則考慮 h > 0, 依同樣的方法可得 Φ′
+(a) = f(a); 同理可證, 若 x = b, 則考慮 h < 0, 將會得到

Φ′
−(b) = f(b). 顯然 x = a, b 仍滿足 (3.1) 式.
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系理 3.2.5 設函數 f 在區間 [a, b] 上連續, 函數 g, h 在區間 I 上可導, 且 g(I), h(I) ⊆ [a, b], 那麼

(1) d
dx

∫ b

x

f(t) dt = −f(x) (a ≤ x ≤ b);

(2) d
dx

∫ h(x)

a

f(t) dt = (f ◦ h)(x) · h′(x) (x ∈ I);

(3) d
dx

∫ b

g(x)

f(t) dt = −(f ◦ g)(x) · g′(x);

(4) d
dx

∫ h(x)

g(x)

f(t) dt = (f ◦ h)(x) · h′(x)− (f ◦ g)(x) · g′(x).

證明 依定義 3.1.9 以及連鎖律, 即得結論.

例 3.2.6 (1) d
dx

∫ x

0

t2 dt = x2;

(2) d
dx

∫ 1

x

et
2

dt = −ex
2

;

(3) d
dx

∫ x2

1

cos tdt = 2x cosx2;

(4) d
dx

∫ 100

ex
sin tdt = −ex sin ex;

(5) d
dx

∫ sinh x

sin x
1dt = coshx− cosx.

定義 3.2.7 設 f, F 為定義在區間 I 上的函數, 且 f 可導, 若 f ′ = F , 或 dF = f(x)dx, 即 F 是 f 的導函數,
則稱 f 是 F 的一個原函數或反導函數.

系理 3.2.8 (原函數存在定理) 如果函數 f 在區間 I 上連續, 那麼在區間 I 上存在可導函數 F , 使對任一
x ∈ I, 都有 F ′(x) = f(x), 即連續函數一定有原函數.

證明 這是定理 3.2.4 的直接推論.

註記 3.2.9 (1) 若函數 F 有原函數 f , 則對於任意常數 C, 函數 f + C 均為 F 的原函數, 也就是說, 原函
數如果存在, 必有無窮多個;

(2) 依系理 2.8.14, 可知 F 的所有原函數只相差一個常數, 也就是說, 如果 Φ, F 均為 f 的原函數, 那麼

[Φ(x)− F (x)]′ = f(x)− f(x) = 0 =⇒ Φ(x)− F (x) = C =⇒ Φ(x) = F (x) + C;

(3) 定理 3.2.4 告訴我們: 連續函數 f 先取變上限 x 的定積分後求導的結果還原為 f 本身, 也就是說 Φ 是

連續函數 f 的一個原函數.

定理 3.2.10 (微積分基本定理 II; 牛頓-萊布尼茲公式) 如果函數 F 是連續函數 f 在區間 [a, b] 上的一個原

函數, 那麼 ∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a),

即 ∫ b

a

F ′(x) dx = F (b)− F (a).
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證明 依微積分基本定理 I (定理 3.2.4), 可知積分上限函數

Φ(x) =

∫ x

a

f(t) dt

也是 f 的一個原函數, 於是依註記 3.2.9(2) 可知, F − Φ 在 [a, b] 上為常數, 記

F (x)− Φ(x) = C (a ≤ x ≤ b). (3.3)

令 x = a, 得 F (a)− Φ(a) = C, 即 F (a) = C +Φ(a) = C + 0 = C, 代入 (3.3) 中, 得∫ x

a

f(t) dt = F (x)− F (a),

於上式中令 x = b, 即得結論.

註記 3.2.11 (1) 依定義 3.1.9, 牛頓-萊布尼茲公式對於 a > b 的情形仍成立;

(2) 為了方便起見, 引入記號

F (b)− F (a) = [F (x)]
b
a = F (x)|ba = F (x)|x=bx=a ,

於是有 ∫ b

a

F ′(x) dx = F (x)|ba ;

(3) 定理中連續性的條件是不可或缺的, 如果少了連續性的條件而直接使用牛頓-萊布尼茲公式的話, 將會
得到很荒謬的結果, 例如: ∫ 1

−2

dx
x2

= − 1

x

∣∣∣∣1
−2

=
1

2
− 1 = −1

2
,

但此「定積分」表示曲線 y = 1
x2 與 x 軸所夾區域的有號面積, 而該曲線始終在 x 軸上方, 所以「定積

分」應該要為正才是! 實際上, 這是「無界函數的反常積分」, 我們將在單元 3.5 中介紹.

例 3.2.12 (1)
∫ 1

0

x2 dx =
x3

3

∣∣∣∣1
0

=
13

3
− 03

3
=

1

3
;

(2)
∫ −2

−3

dx
x

= [ln |x|]−2
−3 = ln 2− ln 3 = ln 2

3
.

例 3.2.13 計算

lim
x→0

∫ 1

cos x e
−t2dt

x2
.

解 此為 0
0 型未定式, 可使用羅比達法則:

lim
x→0

∫ 1

cos x e
−t2dt

x2
= lim
x→0

−e− cos2 x · (− sinx)
2x

= lim
x→0

1

2
e− cos2 x · sinx

x
=

1

2
· e−1 · 1 =

1

2e
.

例 3.2.14 求極限

lim
n→∞

1

n

(…
1

n
+

…
2

n
+ · · ·+

…
n

n

)
.

解 令 a = 0, b = 1, ∆x = b−a
n = 1

n , xi = a+ i∆x = i
n , 則

lim
n→∞

1

n

(…
1

n
+

…
2

n
+ · · ·+

…
n

n

)
= lim
n→∞

n∑
i=1

…
i

n

1

n
= lim
n→∞

n∑
i=1

√
xi∆x =

∫ 1

0

√
x dx =

2

3
x
√
x

∣∣∣∣1
0

=
2

3
.
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不定積分

定義 3.2.15 在區間 I 上, 函數 f 的帶有任意常數的原函數稱為 f 在區間 I 上的不定積分, 記作∫
f(x) dx,

其中記號
∫
稱為積分號, f(x) 稱為被積函數, f(x) dx 稱為被積表達式, x 稱為積分變數.

註記 3.2.16 由註記 3.2.9 可知, 如果 F 是 f 在區間 I 上的一個原函數, 那麼 F +C 就是 f 的不定積分, 即∫
f(x) dx = F (x) + C,

因而不定積分
∫
f(x) dx 可以表示 f 的任意一個原函數.

例 3.2.17 (1) 因為 d
dx

(
x4

4

)
= x3, 所以 x4/4 是 x3 的一個原函數, 因此∫

x3 dx =
1

4
x4 + C;

(2) 當 x > 0 時, 因為 d
dx lnx =

1

x
, 所以 lnx 是 1/x 在 (0,+∞) 內的一個原函數, 因此, 在 (0,+∞) 內,∫

1

x
dx = lnx+ C.

當 x < 0 時, 因為 d
dx ln(−x) = 1

x
, 所以 ln(−x) 是 1/x 在 (−∞, 0) 內的一個原函數, 因此, 在 (−∞, 0)

內, ∫
1

x
dx = ln(−x) + C.

把在 (0,+∞) 及 (−∞, 0) 內的結果合併起來, 可以寫作∫
1

x
dx = ln |x|+ C.

命題 3.2.18 (1) 由於
∫
f(x) dx 是 f(x) 的原函數, 所以

d
dx

(∫
f(x) dx

)
= f(x) 或 d

(∫
f(x) dx

)
= f(x) dx;

(2) 由於 F (x) 是 F ′(x) 的原函數, 所以∫
F ′(x) dx = F (x) + C 或記作

∫
dF (x) = F (x) + C.

註記 3.2.19 依附錄 2.2, 可得一些不定積分的基本公式, 此處暫時略去, 將來會一一羅列出來.

命題 3.2.20 (不定積分的線性性質) 設函數 f 及 g 的原函數存在, k 為非零常數, 則∫
(f(x) + kg(x)) dx =

∫
f(x) dx+ k

∫
g(x) dx. (3.4)

證明

d
dx

(∫
f(x) dx+ k

∫
g(x) dx

)
=

d
dx

∫
f(x) dx+ k

d
dx

∫
g(x) dx

= f(x) + kg(x),

即 (3.4) 式右端是 f + kg 的原函數, 又 (3.4) 式右端有兩個積分記號, 形式上含兩個任意常數, 又任意常數之
和還是任意常數, 所以實際上含一個任意常數, 因此 (3.4) 式右端是 f + kg 的不定積分.
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例 3.2.21 (1)
∫ √

x(x2 − 5)dx =

∫ (
x

5
2 − 5x

1
2

)
dx =

x7/2

7/2
− 5 · x

3/2

3/2
+ C =

2

7
x3

√
x− 10

3
x2

√
x+ C;

(2)
∫

(x− 1)3

x2
dx =

∫
x3 − 3x2 + 3x− 1

x2
dx =

∫ (
x− 3 +

3

x
− 1

x2

)
dx =

x2

2
− 3x+ 3 ln |x|+ 1

x
+ C;

(3)
∫

3xex dx =

∫
(3e)xdx =

(3e)x

ln(3e) + C =
3xex

ln 3 + C;

(4)
∫

cot2 θ dθ =
∫ (

csc2 θ − 1
)
dθ = − cot θ − θ + C;

(5)
∫

cos2 t
2
dt =

∫
1 + cos t

2
dt = 1

2

∫
(1 + cos t)dt = 1

2
t+

1

2
sin t+ C;

(6)
∫

2x4 + x2 + 3

x2 + 1
dx =

∫ (
2x2 − 1 +

4

x2 + 1

)
dx =

2x3

3
− x+ 4 tan−1 x+ C.

註記 3.2.22 根據微積分基本定理 II (定理 3.2.10), 定積分的計算相當於求出不定積分後, 固定一個積分常
數, 並將積分上、下限代入相減.

3.3 變數變換與分部積分法

變數變換

定理 3.3.1 (不定積分的變數變換公式 I) 設 f(u) 具有原函數, 且 u = φ(x) 可導, 則有∫
(f ◦ φ)(x) · φ′(x) dx =

(∫
f(u) du

)∣∣∣∣
u=φ(x)

.

證明 設 f(u) 的一個原函數為 F (u), 即

F ′(u) = f(u),

∫
f(u) du = F (u) + C.

考慮合成函數 F ◦ φ(x), 依連鎖律, 有

d(F ◦ φ)(x) = (f ◦ φ)(x) · φ′(x)dx,

即 (F ◦ φ)(x) 是 (f ◦ φ)(x) · φ′(x) 的原函數, 因此, 根據不定積分的定義, 有∫
(f ◦ φ)(x) · φ′(x) dx = (F ◦ φ)(x) + C =

(∫
f(u) du

)∣∣∣∣
u=φ(x)

.

註記 3.3.2 由此定理可見, 雖然
∫
(f ◦ φ)(x) · φ(x)dx 是一個整體的記號, 但從形式上來看, 被積表達式

(f ◦ φ)(x)dx 中的 dx 相當於可視為變數 x 的微分來處理, 從而微分等式 φ′(x)dx = du 可以方便的應用到被
積表達式中.

例 3.3.3 求
∫
sinx · cosx dx.

解 (方法 1) 令 u = cosx, 則 du = − sinx dx,∫
sinx · cosx dx =

∫
− cosx · (− sinx)dx =

∫
−u du = −1

2
u2 + C = −1

2
cos2 x+ C.
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解 (方法 2) 令 u = sinx, 則 du = cosx dx,∫
sinx · cosx dx =

∫
u du =

1

2
u2 + C =

1

2
sin2 x+ C.

解 (方法 3) 令 u = 2x, 則 du = 2dx,∫
sinx · cosx dx =

∫
1

2
sin 2x dx =

1

2

∫
sinu · 1

2
du =

1

4
(− cosu) + C = −1

4
cos 2x+ C.

註記 3.3.4 實際上, 上例中的三種結果都只有常數之差:

方法 1 的結果 = −1

2
cos2 x+ C1 = −1

2
(1− sin2 x) + C1 = sin2 x+ C1 −

1

2
= sin2 x+ C2 = 方法 2 的結果 ;

方法 3 的結果 = −1

4
cos 2x+ C3 = −1

4

(
2 cos2 x− 1

)
+ C3 = −1

2
cos2 x+ C3 +

1

4

= −1

4
cos2 x+ C1 = 方法 1 的結果 .

注意 3.3.5 當熟練了之後, 可以省去令中間變數 u = φ(x) 的過程, 直接寫成如∫
(f ◦ φ)(x) · φ′(x) dx =

∫
f (φ(x)) dφ(x),

即把整個 φ(x) 視為積分變數, 不寫出 u. 此種寫法實際上為「黎曼-司特杰積分」.

例 3.3.6 (1)
∫ dx
ax+ b

=

∫
1

a
· d(ax+ b)

ax+ b
=

1

a
ln |ax+ b|+ C (a 6= 0);

(2)
∫

x2

(x+ 1)3
dx =

∫
[(x+ 1)− 1]2

(x+ 1)3
dx =

∫
(x+ 1)2 − 2(x+ 1) + 1

(x+ 1)3
dx

=

∫ (
1

x+ 1
− 2

(x+ 1)2
+

1

(x+ 1)3

)
dx =

∫ (
1

x+ 1
− 2

(x+ 1)2
+

1

(x+ 1)3

)
d(x+ 1)

= ln |x+ 1|+ 2

x+ 1
− 1

2(x+ 1)2
+ C;

(3)
∫
x2ex

3

dx =

∫
ex

3

· 1
3
d(x3) = 1

3
ex

3

+ C;

(4)
∫

x√
1− x2

dx =

∫ − 1
2d(1− x2)
√
1− x2

= −1

2
· 2
√
1− x2 + C = −

√
1− x2 + C;

(5)
∫ dx
a2 + x2

=

∫
1

a2
· dx
1 +

(
x
a

)2 =
1

a

∫ d
(
x
a

)
1 +

(
x
a

)2 =
1

a
tan−1 x

a
+ C (a 6= 0);

(6)
∫ dx√

a2 − x2
=

∫
1

a
· dx»

1−
(
x
a

)2 =

∫ d
(
x
a

)»
1−

(
x
a

)2 = sin−1 x

a
+ C (a > 0).

定理 3.3.7 (1)
∫

tanx dx = ln | secx|+ C;

(2)
∫

cotx dx = ln | sinx|+ C;

(3)
∫

secx dx = ln | secx+ tanx|+ C;

(4)
∫

cscx dx = ln | cscx− cotx|+ C.

證明 (1)
∫

tanx dx =

∫ sinx
cosxdx =

∫
−d(cosx)

cosx = − ln | cosx|+ C = ln | secx|+ C;

(2)
∫

cotx dx =

∫ cosx
sinx dx =

∫ d(sinx)
sinx = ln | sinx|+ C;
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(3)
∫

secx dx =

∫ secx · tanx+ sec2 x
secx+ tanx dx =

∫ d(secx+ tanx)
secx+ tanx = ln | secx+ tanx|+ C;

(4)
∫

cscx dx =

∫ csc2 x− cscx · cotx
cscx− cotx dx =

∫ d(cscx− cotx)
cscx− cotx = ln | cscx− cotx|+ C.

定理 3.3.8 (不定積分的變數變換公式 II) 設 x = ψ(t) 是單調的可導函數, 並且 ψ′(t) 6= 0, (f ◦ ψ) · ψ′ 具有

原函數, 則有變數變換公式 ∫
f(x)dx =

(∫
(f ◦ ψ)(t) · ψ′(t) dt

)∣∣∣∣
t=ψ−1(x)

.

證明 設 (f ◦ ψ) · ψ′ 的原函數為 Φ, 用連鎖律及反函數的求導法則, 有

(Φ ◦ ψ−1)′(x) =
dΦ
dt · dtdx = (f ◦ ψ)(t) · ψ′(t) · 1

ψ′(t)
= (f ◦ ψ)(t) = f(x),

即 Φ ◦ ψ−1 是 f 的原函數, 因此∫
f(x) dx = (Φ ◦ ψ−1)(x) + C =

(∫
(f ◦ ψ)(t) · ψ′(t) dt

)∣∣∣∣
t=ψ−1(x)

.

註記 3.3.9 定理 3.3.1 及定理 3.3.8 的差別在於: 前者的精神是「湊微分」, 而後者不是. 有時稱定理 3.3.1
為「第一類變數變換法」, 定理 3.3.8 為「第二類變數變換法」.

註記 3.3.10 以上定理有一個常見的應用——三角代換, 常用於化簡含√
a2 − x2,

√
a2 + x2,

√
x2 − a2 (a > 0)

型根式的被積函數, 做法一般上如下:

(1) 遇到
√
a2 − x2 型的根式時, 可設 x = a sin t, −π

2 < t < π
2 , 並利用三角恆等式 sin2 t + cos2 t = 1 化根

式為 √
a2 − x2 =

√
a2 − a2 sin2 t = a

√
1− sin2 t = a

√
cos2 x = a cos t, dx = a cos t dt;

(2) 遇到
√
a2 + x2 型的根式時, 可設 x = a tan t, −π

2 < t < π
2 , 並利用三角恆等式 tan2 t+ 1 = sec2 t 化根

式為 √
x2 + a2 =

√
a2 tan2 t+ a2 = a

√
tan2 t+ 1 = a

√
sec2 t = a sec t, dx = a sec2 tdt;

(3) 遇到
√
x2 − a2 型根式時, 設 x =

{
a sec t, 0 ≤ t < π

2 ;

−a sec t, −π
2 < t < π

2 ,
, 並利用三角恆等式 sec2 t− 1 = tan2 t 來化

去根式, 但注意到
√
x2 − a2 的定義域為 (−∞,−a] ∪ [a,+∞), 因此一般上我們要在兩個區間內分別求

不定積分 (除非被積函數中有其他部分將定義域限制在其中一個區間上), 並且

√
x2 − a2 =

√
a2 sec2 t− a2 = a

√
sec2 t− 1 = a

√
tan2 t =

{
a tan t, 0 ≤ t < π

2 ;

−a tan t, −π
2 < t < 0,

dx =

{
a sec2 tdt, 0 ≤ t < π

2 ;

−a sec2 tdt, −π
2 < t < 0.

(4) 當被積函數含有
√
x2 ± a2 時, 除了採三角代換 x = a tan t 或 x = ±a sec t 外, 還可以採雙曲代換

x = a sinh t 或 x = ±a cosh t, 配合雙曲恆等式 cosh2 t− sinh2 t = 1 來化去根式.

例 3.3.11 設 a > 0, 求不定積分:
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(1)
∫ √

a2 − x2dx;

(2)
∫ dx√

x2 + a2
;

(3)
∫ dx√

x2 − a2
;

(4)
∫ dx√

9x2 + 4
;

(5)
∫ dx√

1 + x− x2
;

(6)
∫ dx√

x2 + 2x− 3
.

解 (1) 設 x = a sin θ, θ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
, 於是∫ √

a2 − x2dx =

∫
a cos θ·a cos θ dθ = a2

∫
cos2 θ dθ = a2

∫ (
1 + cos 2θ

2

)
dθ = a2

(
θ

2
+

sin 2θ
4

)
+C,

由於 θ = sin−1 x
a , 所以

cos θ =
√
1− sin2 θ =

…
1−

(x
a

)2
=

√
a2 − x2

a
,

故所求積分為 ∫ √
a2 − x2dx =

a2

2
sin−1 x

a
+

1

2
x
√
a2 − x2 + C.

(2) 設 x = a tan θ, θ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
, 於是∫ dx√

x2 + a2
=

∫
a sec2 θ dθ
a sec θ =

∫
sec θ dθ = ln |sec θ + tan θ|+ C,

因為 tan θ = x
a , 所以

sec2 θ = 1 + tan2 θ = 1 +
(x
a

)2
=
x2 + a2

a2
,

又對於 θ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
, sec θ > 0, 故

sec θ =
√
x2 + a2

a
,

且 sec θ + tan θ > 0, 因此∫ dx√
x2 + a2

= ln
(
x

a
+

√
x2 + a2

a

)
+ C = ln

(
x+

√
x2 + a2

)
+A,

其中 A = C − ln a.

(3) 注意到被積函數的定義域是 (−∞,−a) ∪ (a,+∞), 所以我們要在兩個區間內分別求不定積分. 當 x > a

時, 設 x = a sec θ, θ ∈
(
0, π2

)
, 則∫ dx√

x2 − a2
=

∫
a sec θ · tan θ

a tan θ dθ =
∫

sec θ dθ = ln |sec θ + tan θ|+ C,

而

sec θ = x

a
, tan θ =

√
sec2 θ − 1 =

√
x2 − a2

a
,

因此 ∫ dx√
x2 − a2

= ln
(
x

a
+

√
x2 − a2

a

)
+ C = ln

(
x+

√
x2 − a2

)
+A,

其中 A = C − ln a. 當 x < −a 時, 令 x = −u, 那麼 u > a, 由上面的結果, 得∫ dx√
x2 − a2

= −
∫ du√

u2 − a2
= − ln

(
u+

√
u2 − a2

)
+ C = − ln

(
−x+

√
x2 − a2

)
+ C

= ln
(

1√
x2 − a2 − x

)
+ C = ln

(
−x−

√
x2 − a2

a2

)
+ C

= ln
(
−x−

√
x2 − a2

)
+B,
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其中 B = C − 2 ln a. 綜合此二結果, 可寫作∫ dx√
x2 − a2

= ln
∣∣∣x+

√
x2 − a2

∣∣∣+ C.

(4) 將 3x 及 2 分別看作 (2) 中的 x 及 a,∫ dx√
9x2 + 4

=
1

3

∫ d(3x)√
(3x)2 + 22

=
1

3
ln
(
3x+

√
9x2 + 4

)
+ C.

(5) 將 x− 1
2 及

√
5
2 分別看作 (1) 中的 x 及 a,∫ dx√

1− x+ x2
=

∫ d
(
x− 1

2

)…(√
5
2

)2
−
(
x− 1

2

)2 = sin−1

(
2x− 1√

5

)
+ C.

(6) 將 x+ 1 及 2 分別看作 (3) 中的 x 及 a,∫ dx√
x2 + 2x− 3

=

∫ d(x+ 1)√
(x+ 1)2 − 22

= ln
∣∣∣x+ 1 +

√
x2 + 2x− 3

∣∣∣+ C.

例 3.3.12 (倒代換) 求不定積分

(1)
∫ √

1− x2

x4
dx; (2)

∫ dx
x8 + x

.

解 (1) 設 x = 1
t , 則 dx = − 1

t2 dt, 於是∫ √
1− x2

x4
dx =

∫ »
1− 1

t2

1
t4

·
(
− 1

t2

)
dt = −

∫ √
t2 − 1 · |t| dt

=


−
∫ √

t2 − 1 · tdt = −1

2

∫ √
t2 − 1d(t2 − 1) = −1

3

(
t2 − 1

) 3
2 + C1 = − (1− x2)

3
2

3x3
+ C1, x > 0;∫ √

t2 − 1 · tdt = 1

2

∫ √
t2 − 1d(t2 − 1) =

1

3
(t2 − 1)

3
2 + C2 = − (1− x2)

3
2

3x2
+ C2, x < 0,

=− (1− x2)
3
2

3x2
+ C.

(2) 令 x = 1
t , 則 dx = − 1

t2 dt, 於是∫ dx
x8 + x

=

∫ − 1
t2 dt

1
t8 + 1

t

= −
∫

t6

1 + t7
dt = −1

7

∫ d(t7)
1 + t7

= −1

7
ln |1 + t7|+ C = −1

7
ln
∣∣∣∣x7 + 1

x7

∣∣∣∣+ C.

註記 3.3.13 當被積函數的分母次冪較高時, 可以考慮採取「倒代換」.

定理 3.3.14 (定積分的變數變換公式) 設函數 f ∈ C0([a, b]), 函數 x = φ(t) 滿足條件:

(1) φ(α) = a, φ(β) = b;

(2) φ ∈ C1([α, β]) (或 C1([β, α])), 且 φ([α, β]) (或 φ([β, α]))= [a, b],

則有 ∫ β

α

f (φ(t)) · φ′(t) dt =
∫ b

a

f(x) dx. (3.5)
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證明 因為 f 和 (f ◦φ) · φ′ 都是連續函數, 所以它們的原函數也都存在. 假設 F 是 f 的一個原函數, 則依微
積分基本定理 II (定理 3.2.10), 有 ∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

另一方面, 依連鎖律, 有

(F ◦ φ)′(t) = dF
dx · dxdt = f(x) · φ′(t) = (f ◦ φ)(t) · φ′(t),

故 F ◦ φ 是 (f ◦ φ) · φ′ 的原函數, 因此∫ β

α

(f ◦ φ)(t) · φ′(t) dt = (F ◦ φ)(β)− (F ◦ φ)(α) = F (b)− F (a) =

∫ b

a

F ′(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

注意 3.3.15 使用變數變換公式時, 要非常注意, 積分區間是原變數的取值範圍, 還是新變數的取值範圍! 所
以建議在做變數變換的動作時, 將積分上下限對應的變數表示清楚, 如∫ x=b

x=a

f(x) dx =

∫ t=β

t=α

f (φ(t)) · φ′(t) dt,

而其他不是在作變數變換的過程則可省略上下限中的「x =」.

註記 3.3.16 (1) 定積分的變數變換公式不如不定積分的變數變換公式那樣將原函數求出後還要換回原變
數, 定積分的變數變換公式只要求出原函數了就可以直接將積分邊界值代入原函數相減;

(2) 如果熟練了, 可省略設 x = φ(t) 的動作, 直接作∫ t=β

t=α

f(φ(t)) · φ′(t) dt =
∫ t=β

t=α

f (φ(t)) dφ(t),

即「黎曼-司特杰積分」的寫法;

(3) 如果 φ(α) = a, φ(β) = b, 那麼∫ t=β

t=α

f(φ(t)) dφ(t) =
∫ φ(t)=b

φ(t)=a

f (φ(t)) dφ(t), (3.6)

此等式右側相當於公式 (3.5) 的右側, 只是不使用較簡潔的 x 來表示 φ(t) 而已, 因此如果不想刻意多
設一個變數 x, 那麼可使用等式 (3.6) 之左側的寫法, 且建議將積分上下限標明是 t 的範圍, 以免造成混
淆, 使人誤認為是 x = φ(t) 的範圍, 不過實際上根據「黎曼-司特杰積分」的約定, 省略「t =」或「x =」

之寫法預設是 t 的範圍;

(4) 定積分變數變換公式也可以反過來使用, 類似不定積分的第二類變數變換公式 (定理 3.3.8), 也就是說,
(3.5) 式從左到右是第一類變數變換法 (湊微分法), 從右到左是第二類變數變換法 (如三角代換法等).

例 3.3.17 (定積分的第一類變數變換) (1)
∫ 1

0

(ax+ b)ndx =
1

a

∫ x=1

x=0

(ax+ b)nd(ax+ b)

=
1

a

(
(ax+ b)n+1

n+ 1

)∣∣∣∣x=1

x=0

=
1

a(n+ 1)

(
(a+ b)n+1 − bn+1

)
, (a 6= 0, n ∈ N);

(2)
∫ 1

0

tan−1 x

x2 + 1
dx =

∫ x=1

x=0

tan−1 x d
(
tan−1 x

)
=

1

2

(
tan−1 x

)2∣∣∣∣x=1

x=0

=
1

2
·
(π
4

)2
=
π2

32
;

(3)
∫ 3

0

dx
1 + x

=

∫ x=3

x=0

d(1 + x)

1 + x
= (ln |1 + x|)|x=3

x=0 = ln 4− ln 1 = ln 4.
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定理 3.3.18 (奇函數與偶函數的定積分) 設函數 f 在區間 [−a, a] 上連續,

(1) 若 f 是奇函數, 則 ∫ a

−a
f(x) dx = 0;

(2) 若 f 是偶函數, 則 ∫ a

−a
f(x) dx = 2

∫ a

0

f(x) dx.

證明 由於 ∫ a

−a
f(x) dx =

∫ 0

−a
f(x) dx+

∫ a

0

f(x) dx,

對於右式第一項作變數變換 x = −u, 那麼∫ x=0

x=−a
f(x) dx =

∫ t=0

t=a

f(−t) · (−1)dt =
∫ a

0

f(−t) dt =
∫ a

0

f(x) dx,

於是 ∫ a

−a
f(x) dx =

∫ a

0

f(−x) dx+

∫ a

0

f(x) dx =

∫ a

0

(f(x) + f(−x)) dx.

(1) 若 f 為奇函數, 則 f(x) + f(−x) = f(x)− f(x) = 0, 從而∫ a

−a
f(x) dx = 0;

(2) 若 f 為偶函數, 則 f(x) + f(−x) = f(x) + f(x) = 2f(x), 從而∫ a

−a
f(x) dx = 2

∫ a

0

f(x) dx.

例 3.3.19 (定積分的第二類變數變換) 計算

(1)
∫ a

0

√
a2 − x2 dx (a > 0); (2)

∫ 4

0

x+ 2√
2x+ 1

dx; (3)
∫ 3

0

x2

(x2 − 3x+ 3)2
dx.

解 (1) 令 x = a sin t, 則 dx = a cos tdt. 當 x = 0 時, 取 t = 0; 當 x = a 時, 取 t = π
2 . 因此,∫ x=a

x=0

√
a2 − x2 dx = a2

∫ t=π
2

t=0

cos2 tdt = a2

2

∫ π
2

0

(1 + cos 2t) dt = a2

2

(
t+

1

2
sin 2t

)∣∣∣∣π2
0

=
πa2

4
.

(2) 設 t =
√
2x+ 1, 則 x = 1

2 (t
2 − 1), dx = tdt. 當 x = 0 時, t = 1; 當 x = 4 時, t = 3. 於是∫ x=4

x=0

x+ 2√
2x+ 1

dx =

∫ t=3

t=1

1
2 (t

2 − 1) + 2

t
tdt = 1

2

∫ 3

1

(t2 + 3)dt = 1

2

(
t3

3
+ 3t

)∣∣∣∣3
1

=
22

3
.

(3) 注意到

x2 − 3x+ 3 =

(
x− 3

2

)2

+
3

4
,
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令

x− 3

2
=

√
3

2
tanu

(
|u| < π

2

)
,

則

(x2 − 3x+ 3)2 =

(
3

4
sec2 u

)2

=
9

16
sec4 u, dx =

√
3

2
sec2 u du.

當 x = 0 時, u = −π
3 ; 當 x = 3 時, u = π

3 . 於是∫ x=3

x=0

x2

(x2 − 3x+ 3)2
dx =

∫ u=π
3

u=−π
3

(
3

4
tan2 u+

3
√
3

2
tanu+

9

4

)
· 16
9

·
√
3

2
cos2 u du

=
8

3
√
3
· 2
∫ π

3

0

(
3

4
tan2 u+

9

4

)
· cos2 u du =

4√
3

∫ π
0

0

(
sin2 u+ 3 cos2 u

)
du

=
4√
3

∫ π
3

0

(2 + cos 2u)du =
4√
3

(
2u+

1

2
sin 2u

)∣∣∣∣π3
0

=
8
√
3π

9
+ 1.

註記 3.3.20 例 3.3.19(1) 的定積分的幾何意義為半徑為 a 的 1
4 圓的面積.

定理 3.3.21 (週期函數的定積分) 設 f 是連續的週期函數, 週期為 T , 則

(1)
∫ a+T

a

f(x) dx =

∫ T

0

f(x) dx; (2)
∫ a+nT

a

f(x) dx = n

∫ T

0

f(x) dx.

證明 (1) 設

Φ(a) =

∫ a+T

a

f(x) dx,

則

Φ′(a) = f(a+ T )− f(a) = f(a)− f(a) = 0,

故 Φ 與 a 無關, 因此 Φ(a) = Φ(0), 即得結論.

(2) 用定積分的區間可加性及 (1), 得到∫ a+nT

a

f(x) dx =

n−1∑
k=0

∫ a+kT+T

a+kT

f(x) dx =

n−1∑
k=0

∫ T

0

f(x) dx = n

∫ T

0

f(x) dx.

例 3.3.22
∫ nπ

0

√
1− sin 2xdx = n

∫ π

0

√
1− sin 2xdx = n

∫ π

0

√
sin2 x− 2 sinx · cosx+ cos2 xdx

= n

∫ π

0

| sinx− cosx| dx = n

∫ π

0

∣∣∣√2 sin
(
x− π

4

)∣∣∣ dx =
√
2n

∫ 5π
4

π
4

∣∣∣sin(x− π

4

)∣∣∣ dx =
√
2n

∫ π

0

| sin θ| dθ

=
√
2n

∫ π

0

sin θ dθ =
√
2n (cos 0− cosπ) = 2

√
2n.

命題 3.3.23 (區間再現公式) 設 f 在 [a, b] 上連續, 則∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(a+ b− x) dx.

證明 令 t = a+ b− x, 則 dx = −dt. 當 x = a 時, t = b; 當 x = b 時, t = a.∫ x=b

x=a

f(x) dx =

∫ t=a

t=b

f(a+ b− t) · (−1)dt =
∫ t=b

t=a

f(a+ b− t) dt =
∫ x=b

x=a

f(a+ b− x) dx.

例 3.3.24 設 f 在區間 [0, 1] 上連續, 證明
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(1)
∫ π

2

0

f(sinx) dx =

∫ π
2

0

f(cosx) dx; (2)
∫ π

0

xf(sinx) dx =
π

2

∫ π

0

f(sinx) dx.

據此, 計算 ∫ π

0

x sinx
1 + cos2 xdx

解 (1) 用區間再現公式, 得∫ π
2

0

f(sinx) dx =

∫ π
2

0

f
(
sin
(
0 +

π

2
− x
))

dx =

∫ π
2

0

f(cosx) dx.

(2) 用區間再現公式, 得∫ π

0

xf(sinx) dx =

∫ π

0

(0 + π − x) · f(sin(0 + π − x)) dx = π

∫ π

0

f(sinx) dx−
∫ π

0

xf(sinx) dx,

移項並整理, 即得 ∫ π

0

xf(sinx) dx =
π

2

∫ π

0

f(sinx) dx.

由 (2), 得∫ π

0

x sinx
1 + cos2 xdx =

π

2

∫ π

0

sinx
1 + cos2 xdx = −π

2

∫ x=π

x=0

d(cosx)
1 + cos2 x = −π

2
tan−1(cosx)

∣∣∣x=π
x=0

=
π2

4
.

分部積分法

定理 3.3.25 (不定積分的分部積分法) 設函數 u = f(x), v = g(x) 具有連續導數, 則∫
u dv = uv −

∫
v du,

或寫作 ∫
f(x) dg(x) = f(x)g(x)−

∫
g(x) df(x),

或 ∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
g(x)f ′(x) dx.

證明 由函數乘積的微分公式, 有

d(uv) = udv + vdu ⇐⇒ udv = d(uv)− vdu,

兩邊取不定積分, 得 ∫
u dv =

∫
d(uv)−

∫
v du,

即 ∫
u dv = uv −

∫
v du,

其中, ∫
d(uv) = uv + C,

而積分常數 C 併入後項的不定積分中.

註記 3.3.26 (1) 分部積分法常用於「多項式 × 指數函數」及「多項式 × 正弦 (或餘弦、雙曲正弦、雙
曲餘弦) 函數」;
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(2) u 和 v 的選取原則: 「反對, 冪, 三指」（反三角、對數、冪 [多項式]、正餘弦、指數）, 依此次序, 先者
優先選取為 u, 後者選取為 v.

例 3.3.27 (1)
∫
x sinx dx =

∫
x d(− cosx) = −x cosx−

∫
− cosx dx = −x cosx+ sinx+ C;

(2)
∫
(2x+ 1)ex dx =

∫
(2x+ 1)d(ex) = (2x+ 1)ex −

∫
ex d(2x+ 1) = (2x+ 1)ex −

∫
ex · 2dx

= (2x+ 1)ex − 2ex + C;

(3)
∫
x lnx dx =

∫
lnx d

(
x2

2

)
=

1

2
x2 lnx−

∫
x2

2
d lnx =

1

2
x2 lnx− 1

2

∫
x dx =

1

2
x2 lnx− 1

4
x2 + C;

(4)
∫
e
√
x dx =

∫
et d(t2) =

∫
2tet dt =

∫
2td(et) = 2tet −

∫
et d(2t) = 2tet − 2

∫
et dt

= 2tet − 2et + C = 2
√
xe

√
x − 2e

√
x + C.

例 3.3.28 (常見函數的積分公式) (1)
∫

lnx dx = x lnx−
∫
x d lnx = x lnx−

∫
x · 1
x
dx = x lnx−x+C;

(2)
∫

sin−1 x dx = x sin−1 x−
∫
x d(sin−1 x) = x sin−1 x−

∫
x√

1− x2
dx = x sin−1 x−

∫ − 1
2d(1− x2)
√
1− x2

= x sin−1 x+
√
1− x2 + C;

(3)
∫

cos−1 x dx = x cos−1 x−
∫
x d(cos−1 x) = x cos−1 x−

∫
− x√

1− x2
dx = x cos−1 x−

√
1− x2 + C;

(4)
∫

tan−1 x dx = x tan−1 x−
∫
x d(tan−1 x) = x tan−1 x−

∫
x

1 + x2
dx = x tan−1 x− 1

2

∫ d(1 + x2)

1 + x2

x tan−1 x− 1

2
ln(1 + x2) + C;

(5)
∫

cot−1 x dx = x cot−1 x−
∫
x d(cot−1 x) = x cot−1 x−

∫
− x

1 + x2
dx = x cot−1 x+

1

2
ln(1+ x2) +C;

(6)
∫

sec−1 x dx = x sec−1 x−
∫
x d
(
sec−1 x

)
= x sec−1 x−

∫
x

|x|
√
x2 − 1

dx

= x sec−1 x− sgn(x)
∫

1√
x2 − 1

dx = x sec−1 x− sgn(x) ln
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C;

(7)
∫

csc−1 x dx = x csc−1 x−
∫
x d
(
csc−1 x

)
= x csc−1 x−

∫
−x

|x|
√
x2 − 1

dx

= x csc−1 x+ sgn(x)
∫

1√
x2 − 1

dx = x csc−1 x+ sgn(x) ln
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C.

例 3.3.29 (反覆使用分部積分法) (1)
∫
x2e

1
2x dx =

∫
x2 d

(
2e

1
2x
)

= 2x2e
1
2x −

∫
2e

1
2x d(x2) = 2x2e

1
2x −

∫
2e

1
2x · 2x dx = 2x2e

1
2x −

∫
4x d

(
2e

1
2x
)

= 2x2e
1
2x − 8xe

1
2x +

∫
2e

1
2x d(4x) = 2x2e

1
2x − 8xe

1
2x +

∫
8e

1
2x = 2x2e

1
2x − 8xe

1
2x + 16e

1
2x+ C;

(2)
∫
x3 cos x

3
dx =

∫
x3 d

(
3 sin x

3

)
= 3x3 sin x

3
−
∫

3 sin x
3
d(x3) = 3x3 sin x

3
−
∫

9x2 sin x
3
dx

= 3x2 sin x
3
−
∫

9x2 d
(
−3 cos x

3

)
= 3x2 sin x

3
+ 27x2 cos x

3
+

∫
−3 cos x

3
d(9x2)

= 3x2 sin x
3
+ 27x2 cos x

3
−
∫

54x cos x
3
dx = 3x2 sin x

3
+ 27x2 cos x

3
−
∫

54x d
(
3 sin x

3

)
= 3x2 sin x

3
+ 27x2 cos x

3
− 162x sin x

3
+

∫
3 sin x

3
d(54x)
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= 3x2 sin x
3
+ 27x2 cos x

3
− 162x sin x

3
+ 162

∫
sin x

3
dx

= 3x2 sin x
3
+ 27x2 cos x

3
− 162x sin x

3
− 486 cos x

3
+ C.

例 3.3.30 (使用分部積分後出現待求積分項) 求不定積分

(1)
∫
eax sin bx dx; (2)

∫
sec3 x dx.

解 (1)

I :=

∫
eax sin bx dx =

∫
sin bx d

(
1

a
eax
)

=
1

a
eax sin bx−

∫
1

a
eax d(sin bx)

=
1

a
eax sin bx−

∫
1

a
eax · b cos bx dx =

1

a
eax sin bx−

∫
b

a
cos bx d

(
1

a
eax
)

=
1

a
eax sin bx− b

a2
eax cos bx+

∫
1

a
eax d

(
b

a
cos bx

)
=

1

a
eax sin bx− b

a2
eax cos bx+

∫
b

a2
eax · (−b sin bx) dx

=
1

a
eax sin bx− b

a2
eax cos bx− b2

a2

∫
eax sin bx dx =

1

a
eax sin bx− b

a2
eax cos bx− b2

a2
I

移項, 得 (
a2 + b2

a2

)
I =

1

a
eax sin bx− b

a2
eax cos bx+

a2

a2 + b2
C,

即

I =
a

a2 + b2
eax sin bx− b

a2 + b2
eax cos bx+ C.

(2)

I :=

∫
sec3 x dx =

∫
secx d(tanx) = secx · tanx−

∫
tanx d(secx)

= secx · tanx−
∫

secx · tan2 x dx = secx · tanx−
∫

secx · (sec2 x− 1) dx

= secx · tanx+

∫
secx dx−

∫
sec3 x dx

= secx · tanx+ ln | secx+ tanx| − I,

移項, 得
2I = secx · tanx+ ln | secx+ tanx|+ 2C,

即

I =
1

2
secx · tanx+

1

2
ln | secx+ tanx|+ C.

註記 3.3.31 由於任意常數 C 的任意非零常數倍仍是非零常數, 因此在將待求積分移項時, 可以悄悄調整積
分常數的樣子, 使兩邊同除以待求積分的係數時直接把任意常數的「係數」消光, 從而不必再替換新的一個
積分常數.

定理 3.3.32 (三角函數冪的遞迴公式) (1)
∫

sinn x dx = − 1

n
sinn−1 x · cosx+

n− 1

n

∫
sinn−2 x dx;

(2)
∫

cosn x dx =
1

n
cosn−1 x · sinx+

n− 1

n

∫
cosn−2 x dx;
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(3)
∫

tann x dx =
1

n− 1
tann−1 x−

∫
tann−2 x dx;

(4)
∫

cotn x dx = − 1

n− 1
cotn−1 x−

∫
cotn−2 x dx;

(5)
∫

secn x dx =
1

n− 1
tanx · secn−2 x+

n− 2

n− 1

∫
secn−2 x dx;

(6)
∫

cscn x dx = − 1

n− 1
cotx · cscn−2 x+

n− 2

n− 1

∫
cscn−2 x dx.

證明 僅證明 (1), 餘者給讀者留作習題.∫
sinn x dx =

∫
sinn−1 d(− cosx) = − sinn−1 x · cosx−

∫
− cosx d

(
sinn−1 x

)
= − sinn−1 x · cosx+

∫
(n− 1) sinn−2 x · cos2 x dx

= − sinn−1 x · cosx+

∫
(n− 1) sinn−2 x · (1− sin2 x) dx

= − sinn−1 x · cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x dx− (n− 1)

∫
sinn x dx

=⇒ n

∫
sinn x dx = − sinn−1 x · cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x dx

=⇒
∫

sinn x dx = − 1

n
sinn−1 x · cosx+

n− 1

n

∫
sinn−2 x dx

註記 3.3.33 分部積分的速解法: 關於被積函數為「f(x) · g(x)」, 其中 f

為多項式函數 (包括冪函數), g 為指數函數或正弦或餘弦或雙曲正弦或雙曲
餘弦函數, 之類型, 有快速得出原函數的技巧, 一般採如下步驟:

(1) 將多項式函數 f(x) 與 g(x) 左右 (或上下) 並排寫在一起;

(2) 將 f 持續求導 (f ′, f ′′, . . .), 寫在 f 的下方 (或右邊), 直到求導到 0 為

止 (比如說求導了 m 次);

(3) 將 g 持續對 x 積分且不必加上積分常數, 共積分 m 次 (此處暫時記
D−kg 表示 g 對 x 積分了 k 次);

(4) 從 f 的每一階導數 f (k) (包括它自己) 畫一條線到其右邊的下面一個
函數 D−(k+1)g;

(5) 在各斜線上, 由上而下, 交替地寫上 +,−,+,−, . . .;

(6) 積分結果為各斜線兩端的函數相乘, 再乘以斜線上的符號, 最後全部相
加起來並補上積分常數, 即∫
f(x)g(x) dx = f ·D−1g−f ′ ·D−2g+· · ·+(−1)m−1f (m−1) ·D−mg+C.

f

f ′

f ′′

f ′′′

...

f (m−1)

0

g

D−1g

D−2g

D−3g

D−4g

...

D−mg

+

−

+

−

(−1)m−1

關於其他類型 (如牽涉到對數及反三角函數), 可透過適當的變數變換 (比如, 令 u = lnx 或 u = sin−1 x 等),
化為多項式與指數或正餘弦函數的乘積.

例 3.3.34 (用速解法計算積分) 求下列各不定積分:
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(1)
∫
x4 cos 2x dx; (2)

∫
t5 ln2 tdt.

解 (1) 如圖:

x4 4x3 12x2 24x 24 0

cos 2x 1
2 sin 2x − 1

4 cos 2x − 1
8 sin 2x

1
16 cos 2x

1
32 sin 2x

+ − + − +

故所求積分為∫
x4 cos 2x dx =

1

2
x4 sin 2x+ x3 cos 2x− 3

2
x2 sin 2x− 3

2
x cos 2x+

3

4
sin 2x+ C.

(2) 令 x = ln t, 則 t = ex, dt = ex dx, t5 ln2 tdt = x2e6x dx.

x2 2x 2 0

e6x
1
6e

6x 1
36e

6x 1
216e

6x

+ − +

故所求積分為∫
t5 ln2 tdt =

∫
x2e6x dx =

1

6
x2e6x − 1

18
xe6x +

1

108
e6x + C

=
1

6
t6 ln2 t− 1

18
t6 ln t+ 1

108
t6 + C =

1

108
t6
(
16 ln2 t− 18 ln t+ 1

)
+ C.

例 3.3.35 求

∫
|x| dx.

解 ∫
|x| dx = x|x| −

∫
x d|x| = x|x| −

∫
x · |x|

x
dx = x|x| −

∫
|x| dx

=⇒ 2

∫
|x| dx = x|x|+ 2C =⇒

∫
|x| dx =

1

2
x|x|+ C.

定理 3.3.36 (反函數的積分法) 設 f 是連續函數, 並具有反函數 f−1, 且 f−1 可導, 則∫
f−1(x) dx = xf−1(x)−

∫
x

f ′ (f−1(x))
dx.

證明 ∫
f−1(x) dx = xf−1(x)−

∫
x d
(
f−1(x)

)
= xf−1(x)−

∫
x · (f−1)′(x) dx

= xf−1(x)−
∫

x

f ′ (f−1(x))
dx.

定理 3.3.37 (定積分的分部積分法) 由不定積分的分部積分法, 可得∫ b

a

f(x)g′(x) dx =

(∫
f(x)g′(x) dx

)∣∣∣∣x=b
x=a

=

(
f(x)g(x)−

∫
g(x)f ′(x) dx

)∣∣∣∣x=b
x=a

= f(x)g(x)|x=bx=a −
∫ b

a

g(x)f ′(x) dx,
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即 ∫ x=b

x=a

f(x) dg(x) = f(x)g(x)|x=bx=a −
∫ x=b

x=a

g(x) df(x).

例 3.3.38 (1)
∫ 2

1

x3 lnx dx =

∫ 2

1

lnx d
(
x4

4

)
=

1

4
x4 lnx

∣∣∣∣2
1

−
∫ 2

1

x4

4
d(lnx) = 4 ln 2−

∫ 2

1

x3

4
dx

= 4 ln 2− x4

16

∣∣∣∣2
1

= 4 ln 2− 15

16
;

(2)
∫ x=e

π
2

x=1

sin(lnx) dx =

∫ u=π
2

u=0

sinu d(eu) = eu sinu|
π
2
0 −

∫ π
2

0

eu d(sinu)

= e
π
2 −

∫ π
2

0

eu cosu du = e
π
2 −

∫ π
2

0

cosu d(eu) = e
π
2 − eu cosu|

π
2
0 +

∫ π
2

0

eu d(cosu)

= e
π
2 + 1−

∫ π
2

0

eu sinu = e
π
2 + 1−

∫ e
π
2

1

sin(lnx) dx =⇒
∫ e

π
2

1

sin(lnx) dx =
1

2

(
e

π
2 + 1

)
.

定理 3.3.39 (沃利斯公式)

∫ π
2

0

sinn x dx
(
=

∫ π
2

0

cosn x dx
)

=


n− 1

n
· n− 3

n− 2
· · · · · 3

4
· 1
2
· π
2
, n為正偶數 ;

n− 1

n
· n− 3

n− 2
· · · · · 4

5
· 2
3
, n為大於 1的奇數.

證明

In =

∫ π
2

0

sinn x dx =

∫ π
2

0

sinn−1 x d(− cosx)

=
(
− cosx · sinn−1 x

)∣∣π2
0
−
∫ π

2

0

− cosx d
(
sinn−1 x

)
= 0 + (n− 1)

∫ π
2

0

sinn−2 x · cos2 x dx = (n− 1)

∫ π
2

0

sinn−2 x ·
(
1− sin2 x

)
dx

= (n− 1)

∫ π
2

0

sinn−2 x dx− (n− 1)

∫ π
2

0

sinn x dx = (n− 1)In−2 − (n− 1)In,

移項, 得
In =

n− 1

n
In,

把 n 換成 n− 2, 有
In−2 =

n− 3

n− 2
In−4,

重複這樣的操作, 直到 In 的下標遞減到 0 或 1 為止, 於是

I2k =
2k − 1

2k
· 2k − 3

2k − 2
· · · · · 5

6
· 3
4

1

2
I0,

I2k+1 =
2k

2k + 1
· 2k − 2

2k − 1
· · · · · 6

7
· 4
5
· 2
3
I1,

而

I0 =

∫ π
2

0

dx =
π

2
, I1 =

∫ π
2

0

sinx dx = 1,

因此得出結論.
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定理 3.3.40 (帶積分餘項的泰勒公式) 設在 x0 的鄰域 B(x0, δ) (δ > 0) 內, 函數 f ∈ Cn+1 (B(x0, δ)), 則對
所有 x ∈ B(x0, δ), 有

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +Rn(x),

其中

Rn(x) =
1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x− t)ndt.

證明 由牛頓-萊布尼茲公式, 有

f(x) = f(x0) +

∫ x

x0

f ′(t) dt = f(x0) +

∫ x

x0

(x− t)0f ′(t) dt,

使用分部積分公式, 有∫ x

x0

(x− t)0f ′(t) dt = −
∫ x

x0

f ′(t) d(x− t) = −f ′(t)(x− t)|t=xt=x0
+

∫ x

x0

(x− t)f ′′(t) dt

= f ′(x0)(x− x0) +

∫ x

x0

(x− t)f ′′(t) dt

= f ′(x0)(x− x0)−
1

2

∫ x

x0

f ′′(t) d(x− t)2

= f ′(x0)(x− x0)−
f ′′(t)

2
(x− t)2

∣∣∣∣t=x
t=x0

+
1

2

∫ x

x0

(x− t)2f ′′′(t) dt

= f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)

2 +
1

2

∫ X

x0

(x− t)2f ′′′(t) dt,

再將上式的積分繼續分部積分, 逐次類推即得結論.

註記 3.3.41 (1) 式

Rn(x) =
1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x− t)ndt

稱為積分餘項;

(2) 在此定理的條件下, 可以推出帶拉格朗日餘項的泰勒公式. 實際上, 在 x0 和 x 之間, g(t) = (x− t)n 是

關於 t 的連續函數且不變號, 而 f (n+1)(t) 是連續的, 依積分均值定理 (定理 3.1.15), 在 x0 與 x 之間至

少有一個 ξ 滿足

Rn(x) =
1

n

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x− t)n dt = f (n+1)(ξ)

n!

∫ x

x0

(x− t)n dt = f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1;

(3) 從此定理還可以推出帶柯西餘項的泰勒公式, 即

Rn(x) =
1

n!
f (n+1) (x0 + θ · (x− x0)) · (1− θ)n(x− x0)

n+1,

其中 0 < θ < 1. 實際上, 對積分餘項應用系理 3.1.16, 在 x0 和 x 之間存在 ξ, 使得

Rn(x) =
1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x− t)n dt = 1

n!
f (n+1)(ξ)(x− ξ)n(x− x0),

注意到 x− ξ = (x− x0)− θ · (x− x0) = (1− θ)(x− x0), 其中 0 < θ < 1, 代入上式整理即得結論.
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三角函數的乘冪的積分技巧

註記 3.3.42 (正弦、餘弦函數之高次冪積分技巧) 考慮積分∫
sinm x · cosn x dx,

其中 m,n ∈ N ∪ {0}.

(1) 當 m = 2k + 1 為奇數時, 總可作變數變換 u = cosx, 化為 u 的多項式的積分, 即∫
sin2k+1 x · cosn x dx =

∫ (
1− cos2 x

)k · cosn x · sinx dx

=−
∫ (

1− cos2 x
)k · cosn x d(cosx) = −

∫
(1− u2)k · un du,

也就是說, 留下一個 sinx, 其他換成 cosx.

(2) 當 n = 2k + 1 為奇數時, 總可作變數變換 u = sinx, 化為 u 的多項式的積分, 即∫
sinm x · cos2k+1 x dx =

∫
sinm x ·

(
1− sin2 x

)k · cosx dx
=

∫
sinm x ·

(
1− sin2 x

)k d(sinx) =
∫
um ·

(
1− u2

)k du,

也就是說, 留下一個 cosx, 其他換成 sinx.

(3) 當 m 和 n 均為偶數時, 常使用三角恆等式

sin2 x =
1− cos 2x

2
或 cos2 x =

1 + cos 2x
2

將被積函數化成 cos 2x 的多項式, 再持續用上述恆等式將高次的 cos 2x 降次.

可以將上述情形總結為: 先找出奇次冪 f2k+1 (f = sin 或 cos), 留下一個 f 用來湊微分, 餘下全部 f 換成和

它互餘的函數 (即 sin 換 cos, 或 cos 換 sin); 若沒有奇次冪, 則使用 cos 的二倍角公式持續降次.

注意 3.3.43 請記得: 0 是偶數! 所以以上積分技巧仍適用於∫
sinm x dx 及

∫
cosn x dx.

例 3.3.44 計算下列不定積分:

(1)
∫

sin3 x dx; (2)
∫

cos4 x dx; (3)
∫

sin2 x · cos5 x dx; (4)
∫

sin2 x · cos4 x dx.

解 (1) ∫
sin3 x dx =

∫
sin2 x · sinx dx = −

∫
(1− cos2 x) d(cosx) = 1

3
cos3 x− cosx+ C.

(2) ∫
cos4 x dx =

∫ (
1 + cos 2x

2

)2

dx =

∫ (
1

4
+

1

2
cos 2x+

1

4
cos2 2x

)
dx

=

∫ (
1

4
+

1

2
cos 2x+

1 + cos 4x
8

)
dx =

∫ (
5

8
+

1

2
cos 2x+

1

8
cos 4x

)
dx

=
5

8
x+

1

4
sin 2x+

1

32
sin 4x+ C.
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(3) ∫
sin2 x · cos5 x dx =

∫
sin2 x ·

(
cos2 x

)2 · cosx dx =

∫
sin2 x ·

(
1− sin2 x

)2 d(sinx)

=

∫
sin2 x ·

(
1− 2 sin2 x+ sin4 x

)
d(sinx) =

∫ (
sin2 x− 2 sin4 x+ sin6 x

)
d(sinx)

=
1

3
sin3 x− 2

5
sin5 x+

1

7
sin7 x+ C.

(4) ∫
sin2 x · cos4 x dx =

∫
1− cos 2x

2
·
(
1 + cos 2x

2

)2

dx =
1

8

∫ (
1 + cos 2x− cos2 2x− cos3 2x

)
dx

=
1

8

∫ (
cos 2x− cos3 2x

)
dx+

1

8

∫ (
1− cos2 2x

)
dx =

1

8

∫
sin2 x · 1

2
d(sin 2x) + 1

8

∫
1− cos 4x

2
dx

=
1

48
sin3 2x+

1

16
x− 1

64
sin 4x+ C.

註記 3.3.45 (正切、正割之高次冪積分技巧) 考慮積分∫
tanm x · secn x dx,

其中 m,n ∈ N ∪ {0}.

(1) 當 n = 2k > 0 為正偶數時, 總可作變數變換 u = tanx, 化為 u 的多項式的積分, 即∫
tanm x · sec2k x dx =

∫
tanm x ·

(
sec2 x

)k−1
x · sec2 x dx

=

∫
tanm x ·

(
1 + tan2 x

)k−1
x d(tanx) =

∫
um
(
1 + u2

)k−1 du,

也就是說, 留一個 sec2 x, 其他換成 tanx.

(2) 當 m = 2k + 1 為奇數且 n 6= 0 時, 總可作變數變換 u = secx, 化為 u 的多項式的積分, 即∫
tan2k+1 x · secn x dx =

∫ (
tan2 x

)k · secn−1 x · (secx · tanx) dx

=

∫ (
sec2 x− 1

)k · secn−1 x d(secx) =
∫
(u2 − 1)k · un−1 du,

也就是說, 留一組 secx · tanx, 其他換成 secx.

(3) 當 m = 2k 為偶數且 n 為奇數時, 用 tan2 x = sec2 x− 1 將被積函數化為 secx 的多項式, 即∫
tan2k x · secn x dx =

∫ (
sec2 x− 1

)k · secn x dx
接著展開處理, 或者使用 secn x 的遞迴公式 (定理 3.3.32) 來降次處理.

(4) 當 n = 0 且 m > 1 時, 將所有 tan2 x 換成 sec2 x− 1 展開處理; 或可直接使用 tanm x 的遞迴公式 (定
理 3.3.32);

注意 3.3.46 積分 ∫
cotm x · cscn x dx

的操作完全可以參考註記 3.3.45, cot 對應 tan 的角色, csc 對應 sec 的角色.

例 3.3.47 計算下列不定積分:
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(1)
∫

tan3 x dx;

(2)
∫

cot4 x dx;

(3)
∫

sec5 x dx

(4)
∫

csc6 x dx;

(5)
∫

tanx · sec7 x dx;

(6)
∫

tan3 x · sec6 x dx;

(7)
∫

cot4 x · csc4 x dx;

(8)
∫

tan2 x · sec3 x dx;

(9)
∫

x3

x2 − 2x+ 2
dx.

解 (1) ∫
tan3 x dx =

∫ (
sec2 x− 1

)
tanx dx =

∫
tanx · sec2 x dx−

∫
tanx dx

=

∫
tanx d (tanx)−

∫
tanx dx =

1

2
tan2 x− ln | secx|+ C.

(2) ∫
cot4 x dx =

∫ (
csc2 x− 1

)2 dx =

∫ (
csc4 x− 2 csc2 x+ 1

)
dx

=

∫ (
cot2 x+ 1

)
· csc2 x dx− 2

∫
csc2 x dx+

∫
dx =

∫
cot2 x · csc2 x dx−

∫
csc2 x dx+

∫
dx

=−
∫

cot2 x d(cotx)−
∫

csc2 x dx+

∫
dx = −1

3
cot3 x+ cotx+ x+ C.

(3) ∫
sec5 x dx =

∫
sec3 x · sec2 x dx =

∫
sec3 x d(tanx) = sec3 x · tanx−

∫
tanx d(sec3 x)

= sec3 x · tanx−
∫

tanx · 3 sec2 x · secx · tanx dx = sec3 x · tanx− 3

∫ (
sec2 x− 1

)
sec3 x dx

= sec3 x · tanx+ 3

∫
sec3 x dx− 3

∫
sec5 x dx

= sec3 x · tanx+
3

2
secx · tanx+

3

2
ln | secx+ tanx| − 3

∫
sec5 x dx

=⇒ 4

∫
sec5 x dx = sec3 x · tanx+

3

2
secx · tanx+

3

2
ln | secx+ tanx|+ 4C

=⇒
∫

sec5 x dx =
1

4
sec3 x · tanx+

3

8
secx · tanx+

3

8
ln | secx+ tanx|+ C.

(4) ∫
csc6 x dx =

∫ (
csc2 x

)2 · csc2 x dx = −
∫ (

cot2 x− 1
)2 d(cotx)

=−
∫ (

cot4 x− 2 cot2 x+ 1
)
d(cotx) = −1

5
cot5 x+

2

3
cot3 x− cotx+ C.

(5) ∫
tanx · sec7 x dx =

∫
sec6 x · secx · tanx dx =

∫
sec6 x d(secx) = 1

7
sec7 x+ C.

(6) ∫
tan3 x · sec6 x dx =

∫
tan2 x · sec6 x · secx · tanx dx

=

∫ (
sec2 x− 1

)
· sec6 x d(secx) =

∫ (
sec8 x− sec6 x

)
dx =

1

9
sec9 x− 1

7
sec7 x+ C.
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(7) ∫
cot4 x · csc4 x dx =

∫
cot4 x · csc2 x · csc2 x dx = −

∫
cot4 x ·

(
cot2 x+ 1

)
d(cotx)

=−
∫ (

cot6 x+ cot4 x
)
d(cotx) = −1

7
cot7 x− 1

5
cot5 x+ C.

(8) ∫
tan2 x · sec3 x dx =

∫ (
sec2 x− 1

)
· sec3 x dx =

∫ (
sec5 x− sec3 x

)
dx

=
1

4
sec3 x · tanx+

3

8
secx · tanx+

3

8
ln | secx+ tanx| − 1

2
secx · tanx− 1

2
ln | secx+ tanx|+ C.

(9) 令 x = 1 + tan θ, θ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
, dx = sec2 θ dθ, (x− 1)2 + 1 = tan2 θ + 1 = sec2 θ,∫

x3

x2 − 2x+ 2
dx =

∫
x3

(x− 1)2 + 1
dx =

∫
(1 + tan θ)3

sec2 θ · sec2 θ dθ

=

∫ (
1 + 3 tan θ + 3 tan2 θ + tan3 θ

)
dθ =

∫ (
tan3 θ + 3 tan θ + 3 sec2 θ − 2

)
dθ

=
1

2
tan2 θ − ln(sec θ) + 3 ln(sec θ) + 3 tan θ − 2θ + C =

1

2
tan2 θ + 2 ln(sec θ) + 3 tan θ − 2θ + C

=
1

2
(x− 1)2 + 2 ln

√
x2 − 2x+ 2 + 3(x− 1)− 2 tan−1(x− 1) + C

=
1

2
(x− 1)2 + ln

(
x2 − 2x+ 2

)
+ 3(x− 1)− 2 tan−1(x− 1) + C.

例 3.3.48 計算

∫ π

0

√
sin3 x− sin5 x dx.

解 由於 √
sin3 x− sin5 x =

»
sin3 x ·

(
1− sin2 x

)
= sin 3

2 x · | cosx|,

在
[
0, π2

]
上, | cosx| = cosx; 在

[
π
2 , π

]
上, | cosx| = − cosx, 因此∫ π

0

√
sin3 x− sin5 x dx =

∫ π
2

0

sin 3
2 x · cosx dx+

∫ π

π
2

sin 3
2 x · (− cosx) dx

=

∫ π
2

0

sin 3
2 x d(sinx)−

∫ π

π
2

sin 3
2 x d(sinx) = 2

5
sin 5

2 x

∣∣∣∣π2
0

− 2

5
sin 5

2 x

∣∣∣∣π
π
2

=
4

5
.

定理 3.3.49 設 m,n ∈ N, 則

(1)
∫ π

−π
sinmx · cosnx dx = 0;

(2)
∫ π

−π
sinmx · sinnx dx =

{
π, m = n;

0, m 6= n;

(3)
∫ π

−π
cosmx · cosnx dx =

{
π, m = n;

0, m 6= n.

證明 (1) 因為 ∫ π

−π
sin(m− n)x dx =


0, m = n;

1

n−m
cos(m− n)x

∣∣∣∣π
−π

, m 6= n,
= 0,
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所以 ∫ π

−π
sinmx · cosnx dx =

1

2

∫ π

−π
(sin(m+ n)x+ sin(m− n)x) dx = 0.

(2) 因為

∫ π

−π
cos(m− n)x dx =


∫ π

−π
1dx = 2π, m = n;

1

m− n
sin(m− n)

∣∣∣∣π
−π

= 0, m 6= n,

所以

∫ π

−π
sinmx · sinnx dx = −1

2

∫ π

−π
(cos(m+ n)x− cos(m− n)x) dx =


− 1

2
(0− 2π) = π, m = n;

− 1

2
(0− 0) = 0, m 6= n.

(3)

∫ π

−π
cosmx · cosnx dx =

1

2

∫ π

−π
(cos(m+ n)x+ cos(m− n)x) dx =


1

2
(0 + 2π) = π, m = n;

1

2
(0 + 0) = 0, m 6= n.

例 3.3.50 設有有限和

f(x) =

N∑
m=1

am sinmx = a1 sinx+ a2 sin 2x+ · · ·+ aN sinNx,

其中 am 為常數, m = 1, . . . , N , 求各係數 am.

解 注意到

1

π

∫ π

−π
f(x) sinmx dx =

1

π

∫ π

−π

((
m∑
n=1

an sinnx
)
sinmx

)
dx =

m∑
n=1

an
π

∫ π

−π
sinmx ·sinnx dx =

am
π

·π = am.

註記 3.3.51 上例中的有窮和稱為 f 的有窮傅立葉級數.

例 3.3.52 求

∫
4 cos x

2
· cos x

3
· sin x

2
· sin x

3
dx.

解 ∫
4 cos x

2
· cos x

3
· sin x

2
· sin x

3
dx =

∫ (
cos 5x

6
+ cos x

6

)
·
(
cos x

6
− cos 5x

6

)
dx

=

∫ (
cos2 x

6
− cos2 5x

6

)
dx =

∫ (
1 + cos x3

2
−

1 + cos 5x
3

2

)
dx

=

∫ (
cos x

3
− cos 5x

3

)
dx = 3 sin x

3
− 3

5
sin 5x

3
+ C.
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3.4 有理函數的積分法

有理式的積分法

例 3.4.1 求

∫
x+ 1

x2 − 5x+ 6
dx.

解 將被積函數分成部分分式:

x+ 1

x2 − 5x+ 6
=

x+ 1

(x− 3)(x− 2)
=

A

x− 3
+

B

x− 2
,

由 Heaviside 遮蓋法1, 求得係數

A =
x+ 1

(x− 2)

∣∣∣∣∣∣
x=3

=
3 + 1

3− 2
= 4, B =

x+ 1

(x− 3)

∣∣∣∣∣∣
x=2

=
2 + 1

2− 3
= −3,

所以
x+ 1

x2 − 5x+ 6
=

4

x− 3
− 3

x− 2
,

因此 ∫
x+ 1

x2 − 5x+ 6
dx =

∫ (
4

x− 3
− 3

x− 2

)
dx = 4 ln |x− 3|+ 3 ln |x− 2|+ C.

例 3.4.2 計算

∫
x+ 2

(2x+ 1)(x2 + x+ 1)
dx.

解 將被積函數分成部分分式

x+ 2

(2x+ 1)(x2 + x+ 1)
=

A

2x+ 1
+

Bx+D

x2 + x+ 1
,

用 Heaviside 遮蓋法, 求得係數

A =
x+ 2

(x2 + x+ 1)

∣∣∣∣∣∣
x=− 1

2

=
− 1

2 + 2(
− 1

2

)2 − 1
2 + 1

= 2,

Bx+D =
x+ 2

(2x+ 1)

∣∣∣∣∣∣∣
x2=−x−1

=
(x+ 2)(2x+ 1)

(2x+ 1)2

∣∣∣∣
x2=−x−1

=
2x2 + 5x+ 2

4(x2 + x) + 1

∣∣∣∣
x2=−x−1

=
2(−x− 1) + 5x+ 2

4(−1) + 1
=

3x

−3
= −x,

於是

x+ 2

(2x+ 1)(x2 + x+ 1)
=

2

2x+ 1
− x

x2 + x+ 1
.

計算第二項的積分:∫
x

x2 + x+ 1
dx =

1

2

∫
2x+ 1− 1

x2 + x+ 1
dx =

1

2

∫
2x+ 1

x2 + x+ 1
dx− 1

2

∫
1(

x+ 1
2

)2
+ 3

4

dx

=
1

2

∫ d(x2 + x+ 1)

x2 + x+ 1
− 1

2

∫ d
(
x+ 1

2

)(
x+ 1

2

)2
+ 3

4

.

1此技巧可以參考書籍《Thomas’ Calculus Early Transcendentals 13ed.》, 或喻超凡、喻超弘、喻婕的《翻轉工程數學 (上)》.
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因此, 所求不定積分為 ∫
x+ 2

(2x+ 1)(x2 + x+ 1)
dx =

∫ (
2

2x+ 1
− x

x2 + x+ 1

)
dx

=

∫ d(2x+ 1)

2x+ 1
− 1

2

∫ d(x2 + x+ 1)

x2 + x+ 1
+

1

2

∫ d
(
x+ 1

2

)(
x+ 1

2

)2
+ 3

4

= ln |2x+ 1| − 1

2
ln(x2 + x+ 1) +

1√
3
tan−1 2x+ 1√

3
+ C.

說明 用 Heaviside 遮蓋法技巧來求部分分式中各真分式的分子, 如遇到需要代換二次式, 比如上例中
的 Bx + D 的計算方法, 必須在分母湊出 x2 + x, 才可以把分母用關係式 x2 + x + 1 = 0 化為常數. 而
為了在分母湊出 x2 + x, 常需要在分子、分母同乘以某個式子. 至於該式子應是什麼, 可以參考如此技
巧 (以上例為例): 因為 x2 + x 可以替換成常數 −1, 而分母只有 2x + 1, 如果有某個一次式 px + q 使得

(2x+1)(px+ q) = 2p(x2 + x) + r, r 為某個常數, 那麼 2px2 + (2q+ p)x+ q = 2p(x2 + x) + r, 令 2q+ p = 2p,
則 p = 2q, 取 q = 1, 則 p = 2, 所以讓分子、分母同乘以 2x+ 1 是一個方法.

例 3.4.3 求

∫
x− 3

(x− 1)(x2 − 1)
dx.

解 設被積函數可表示成

x− 3

(x− 1)(x2 − 1)
=

x− 3

(x− 1)2(x+ 1)
=
Ax+B

(x− 1)2
+

D

x+ 1
,

則用 Heaviside 遮蓋法, 可得

D =
x− 3

(x− 1)2

∣∣∣∣∣∣
x=−1

=
−1− 3

(−1− 1)2
= −1,

Ax+B =
x− 3

(x+ 1)

∣∣∣∣∣∣∣
x2−2x=−1

=
(x− 3)2

(x+ 1)(x− 3)

∣∣∣∣
x2−2x=−1

=
x2 − 6x+ 9

x2 − 2x− 3

∣∣∣∣
x2−2x=−1

=
2x− 1− 6x+ 9

−1− 3
=

−4x+ 8

−4
= x− 2,

所以被積函數的部分分式分解為

x− 3

(x− 1)(x2 − 1)
=

x− 2

(x− 1)2
− 1

x+ 1
=
x− 1− 1

(x− 1)2
− 1

x+ 1
=

1

x− 1
− 1

(x− 1)2
− 1

x+ 1
.

因此, 所求不定積分為∫
x− 3

(x− 1)(x2 − 1)
dx =

∫ (
1

x− 1
− 1

(x− 1)2
− 1

x+ 1

)
dx

=

∫ d(x− 1)

x− 1
−
∫ d(x− 1)

(x− 1)2
− d(x+ 1)

x+ 1
= ln |x− 1|+ 1

x− 1
− ln |x+ 1|+ C.

說明 上例中, 求 Ax+B 的過程中有如下觀察: 考慮 (x+ 1)(x+ p) = x2 − 2x+ r, 其中 p, r 為兩待定常數,
則有 x2 + (p+ 1)x+ p = x2 − 2x+ r, 取 p+ 1 = −2, 即 p = −3, 那麼只要乘以 x− 3, 分母就能透過關係式
(x− 1)2 = x2 − 2x+ 1 = 0 化為常數, 即 (x+ 1)(x− 3) = x2 − 2x− 3 = −1− 3 = −4.

例 3.4.4 計算

∫
3x4 + x3 + 20x2 + 3x+ 31

(x+ 1)(x2 + 4)2
dx.
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解 設被積函數可寫成
3x4 + x3 + 20x2 + 3x+ 31

(x+ 1)(x2 + 4)2
=

A

x+ 1
+

g(x)

(x2 + 4)2
,

其中 g 為次數不超過 3 的多項式, 則使用 Heaviside 遮蓋法, 有

A =
3x4 + x3 + 20x2 + 3x+ 31

(x2 + 4)2

∣∣∣∣
x=−1

=
3− 1 + 20− 3 + 31

52
=

50

25
= 2,

g(x) =
3x4 + x3 + 20x2 + 3x+ 31

x+ 1

∣∣∣∣
x4=−8x2−16

=
(3x4 + x3 + 20x2 + 3x+ 31)(x3 − x2 + 9x− 9)

(x+ 1)(x3 − x2 + 9x− 9)

∣∣∣∣
x4=−8x2−16

=
3x7 − 2x6 + 46x5 − 35x4 + 199x3 − 184x2 + 252x− 279

x4 + 8x2 − 9

∣∣∣∣
x4=−8x2−16

=
3x3(−8x2 − 16)− 2x2(−8x2 − 16) + 46x(−8x2 − 16)− 35(−8x2 − 16) + 199x3 − 184x2 + 252x− 279

−16− 9

∣∣∣∣
x4=−8x2−16

=
−24x5 + 16x4 − 217x3 + 128x2 − 484x+ 281

−25

∣∣∣∣
x4=−8x2−16

=
−24x(−8x2 − 16) + 16(−8x2 − 16)− 217x3 + 128x2 − 484x+ 281

−25

=
−25x3 − 100x+ 25

−25
= x3 + 4x− 1,

故被積函數的部分分式分解為

3x4 + x3 + 20x2 + 3x+ 31

(x+ 1)(x2 + 4)2
=

2

x+ 1
+
x3 + 4x− 1

(x2 + 4)2

=
2

x+ 1
+
x(x2 + 4)− 1

(x2 + 4)2

=
2

x+ 1
+

x

x2 + 4
− 1

(x2 + 4)2
.

計算最後一項的積分: 設 x = 2 tan θ, 則∫ dx
(x2 + 4)2

=

∫ d(2 tan θ)
((2 tan θ)2 + 4)

2 =
2

16

∫ sec2 θ
sec4 θdθ =

1

8

∫
cos2 θ dθ = 1

16

∫
(1 + cos 2θ) dθ

=
1

16
θ +

1

32
sin 2θ + C3 =

1

16
θ +

1

16
sin θ · cos θ + C3

=
1

16
tan−1 x

2
+

1

16

(
x√

x2 + 4

)(
2√

x2 + 4

)
+ C3

=
1

16
tan−1 x

2
+

x

8(x2 + 4)
+ C3.

因此, 所求不定積分為∫
3x4 + x3 + 20x2 + 3x+ 31

(x+ 1)(x2 + 4)2
dx =

∫ (
2

x+ 1
+

x

x2 + 4
− 1

(x2 + 4)2

)
dx

= 2

∫ d(x+ 1)

x+ 1
+

1

2

∫ d(x2 + 4)

x2 + 4
−
∫ dx

(x2 + 4)2

= 2 ln |x+ 1|+ 1

2
ln(x2 + 4)− 1

16
tan−1 x

2
− x

8(x2 + 4)
+ C.

說明 上例中透過關係式 x4 + 8x2 + 16 = 0 讓 g 的分母化為常數的技巧: 令

(x+ 1)(x3 + px2 + qx+ r) = x4 + 8x2 + s,
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即

x4 + (p+ 1)x3 + (p+ q)x2 + (q + r)x+ r = x4 + 8x2 + s,

令 
p+ 1 = 0,

p+ q = 8,

q + r = 0,

=⇒


p = −1,

q = 9,

r = −9,

此時 s = −9, 且得知: 只要分子、分母同乘以 x3 − x2 + 9x− 9, 便能使用關係式 x4 = −8x2 − 16 將分母化

為常數, 且反覆使用該關係式可將分子的次數降到低於 4 次.

例 3.4.5 計算

∫
x5 + 2

x2 − 1
dx.

解 被積函數為假分式, 必須先化成帶分式, 才能將真分式的部份分成部分分式.

x5 + 2

x2 − 1
= x3 + x+

x+ 2

x2 − 1
,

而用 Heaviside 遮蓋法, 易得
x+ 2

x2 − 1
=

3

2(x− 1)
− 1

2(x+ 1)
,

因此, 所求不定積分為 ∫
x5 + 2

x2 − 1
dx =

∫ (
x3 + x+

3

2(x− 1)
− 1

2(x+ 1)

)
dx

=
1

4
x4 +

1

2
x2 +

3

2
ln |x− 1| − 1

2
|x+ 1|+ C.

例 3.4.6 設 p2 − 4q < 0, 證明∫
Ax+B

x2 + px+ q
dx =

A

2
ln(x2 + px+ q) +

2B −Ap√
4q − p2

· tan−1

(
2x+ p√
4q − p2

)
+ C.

證明 被積函數可以寫成

Ax+B

x2 + px+ q
=

1

2
· 2Ax+Ap+ 2B −Ap

x2 + px+ q
=
A

2
· 2x+ p

x2 + px+ q
+

2B −Ap

2
· 1(
x+ p

2

)2
+ q − p2

4

,

對 x 積分, 得∫
Ax+B

x2 + px+ q
dx =

A

2

∫
2x+ p

x2 + px+ q
dx+

2B −Ap

2

∫
1(

x+ p
2

)2
+ q − p2

4

dx

=
A

2
ln(x2 + px+ q) +

2B −Ap

2
· 1»

q − p2

4

tan−1

 x+ p
2»

q − p2

4

+ C

=
A

2
ln(x2 + px+ q) +

2B −Ap√
4q − p2

· tan−1

(
2x+ p√
4q − p2

)
+ C.

例 3.4.7 求不定積分 In =

∫ dx
(x2 + a2)

n .
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證明 由於

In =
x

(x2 + a2)
n + 2n

∫
x2

(x2 + a2)
n+1 dx =

x

(x2 + a2)
n + 2nIn − 2na2In+1,

因此

In+1 =
x

2na2 (x2 + a2)
n +

2n− 1

2na2
In.

特別來說, 我們還有
I2 =

x

2a2 (x2 + a2)
+

1

2a3
tan−1 x

a
+ C.

註記 3.4.8 設 p2 − 4q < 0, 考慮不定積分 ∫
Ax+B

(x2 + px+ q)
n dx,

令 z = x+ p
2 , a2 = q − p2

4 , 那麼∫
Ax+B

(x2 + px+ q)
n dx =

∫
Az

(z2 + a2)
n dz +

(
B − Ap

2

)∫
1

(z2 + a2)
n dz,

上式右邊第一項容易計算, 而第二項只要利用例 3.4.7, 即可求出.

注意 3.4.9 我們有

(1)
∫

A

x− a
dx = A ln |x− a|+ C;

(2)
∫

A

(x− a)
m dx =

A

1−m
(x− a)1−m + C;

(3) 例 3.4.6;

(4) 註記 3.4.8.

因此, 只要能把有理函數分成部分分式2, 便能求出其積分.

含三角函數的有理式之積分法

說明 (Weierstrass 代換法) 含三角函數的有理式之積分常用以下方法處理: 如果被積函數中含 sinx、
cosx 或 x 的其他三角函數的一次冪, 那麼可以考慮作變數變換 t = tan x

2 (−π < x < π)3, x = 2 tan−1 t,
dx = 2

1+t2 dt, 且由以下公式 (稱為萬能公式), 可將含三角函數的有理式化為代數函數:

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, tanx =

2t

1− t2
,

cotx =
1− t2

2t
, secx =

1 + t2

1− t2
, cscx =

1 + t2

2t
.

如果被積函數中含有 sin2 x、cos2 x 或 x 的其他三角函數的二次冪, 那麼可以考慮作變數變換 t = tanx
(−π

2 < x < π
2 ), x = tan−1 t, dx = 1

1+t2 dt, 並且

sinx =
t√

1 + t2
, cosx =

1√
1 + t2

, tanx = t,

cotx =
1

t
, secx =

√
1 + t2, cscx =

√
1 + t2

t
.

2根據抽象代數的結論, 實係數多項式必可分解成若干個一次式和二次式的乘積, 所以真分式必可分解成若干個分式之和, 且這些分式
的分母為一次式的冪或二次式的冪.

3當 x ∈ ((2k − 1)π, (2k + 1)π) 時, 作變換 t = tan x−2kπ
2

= tan x
2

, x = 2kπ + 2 tan−1 t, 所得結果相同.
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例 3.4.10 求

∫
1 + sin 2x

sin 2x · (1 + cos 2x)dx.

解 令 t = tanx (−π < 2x < π), 則 x = tan−1 t, dx = 1
1+t2 dt,∫

1 + sin 2x
sin 2x · (1 + cos 2x)dx =

∫
1 + 2t

1+t2

2t
1+t2 ·

(
1 + 1−t2

1+t2

) · 1

1 + t2
dt

=

∫
1 + t2 + 2t

2t · (1 + t2 + 1− t2)
dt =

∫
t2 + 2t+ 1

4t
dt = 1

4

∫ (
t+ 2 +

1

t

)
dt

=
1

8
t2 +

1

2
t+

1

4
ln |t|+ C =

1

8
tan2 x+

1

2
tanx+

1

4
ln | tanx|+ C.

例 3.4.11 求

∫
1

4 cos2 x− 9 sin2 x
dx.

解 令 t = tanx (−π
2 < x < π

2 ), 則 x = tan−1 x,∫
1

4 cos2 x− 9 sin2 x
dx =

∫
1

4 · t2

1+t2 − 9 · 1
1+t2

· 1

1 + t2
dt =

∫ dt
4t2 − 9

=
1

6

∫ (
1

2t− 3
− 1

2t+ 3

)
=

1

12
ln |2t− 3| − 1

12
ln |2t+ 3|+ C

=
1

12
ln |2 tanx− 3| − 1

12
ln |2 tanx+ 3|+ C =

1

12
ln
∣∣∣∣2 tanx− 3

2 tanx+ 3

∣∣∣∣+ C.

可化為有理式的無理式之積分法

說明 考慮下列形式的簡單根式的積分: ∫
f

(
x, n

 
ax+ b

cx+ d

)
dx.

令

t = n

 
ax+ b

cx+ d
,

如此一來, 此種形式的積分可化為有理函數的積分. 當 c = 0 時, 根式即為 n
√
Ax+B 的形式.

例 3.4.12 求下列不定積分:

(1)
∫ √

x+ 1

x
dx; (2)

∫ dx
1 + 3

√
x− 2

; (3)
∫

1

x

…
1 + x

x
dx; (4)

∫
x2 3

√
3x− 1dx.

解 (1) 設 u =
√
x+ 1, 則 x = u2 − 1, dx = 2u du, 於是∫ √
x− 1

x
dx =

∫
u

u2 − 1
· 2u du =

∫
2u2

u2 − 1
du =

∫ (
2 +

2

u2 − 1

)
du

=

∫ (
2 +

1

u− 1
− 1

u+ 1

)
du = 2u+ ln |u− 1| − ln |u+ 1|+ C = 2u+ ln

∣∣∣∣u− 1

u+ 1

∣∣∣∣+ C

=2
√
x− 1 + ln

∣∣∣∣∣
√
x− 1− 1√
x− 1 + 1

∣∣∣∣∣+ C.

(2) 設 u = 3
√
x− 2, 則 x = u3 + 2, dx = 3u2 du, 於是∫ dx
1 + 3

√
x− 2

=

∫
3u2

1 + u
du = 3

∫ (
u− 1 +

1

u+ 1

)
du = 3

(
1

2
u2 − u+ ln |u+ 1|

)
+ C

=
3

2
3

»
(x− 2)2 − 3 3

√
x− 2 + ln

∣∣∣ 3
√
x− 2 + 1

∣∣∣+ C.
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(3) 設 u =
»

1+x
x , 則 x = 1

u2−1 , dx = − 2u
(u2−1)2 du, 於是∫

1

x

…
1 + x

x
dx =

∫ (
u2 − 1

)
· u · −2u

(u2 − 1)
2 du = −2

∫
u2

u2 − 1
du = −2

∫ (
1 +

1

u2 − 1

)
du

=− 2u+ ln
∣∣∣∣u− 1

u+ 1

∣∣∣∣+ C = −2u+ 2 ln(u+ 1)− ln
∣∣u2 − 1

∣∣+ C

=− 2

…
1 + x

x
+ 2 ln

(…
1 + x

x
+ 1

)
+ ln |x|+ C.

(4) 令 t = 3
√
3x− 1, 則 x = 1

3 (1 + t3), dx = t2 dt,∫
x2 3

√
3x− 1dx =

∫
(1 + t3)2

9
· t2 dt = 1

9

∫ (
t2 + 2t5 + t8

)
dt

=
1

9

(
t3

3
+
t6

3
+
t9

9

)
+ C =

t3

27
+
t6

27
+
t9

81
+ C =

3x− 1

27
+

(3x− 1)2

27
+

(3x− 1)3

81
+ C.

說明 若被積函數中含有多個不同次但相同被開方式 f(x) 的根式時, 則可考慮令 t = m
√
f(x), 其中 m 為所

有根式的次數的最小公倍數.

例 3.4.13 求

(1)
∫

1
3
√
x+ 5

√
x
dx; (2)

∫ dx
(1 + 3

√
x)

√
x
.

解 (1) 令 x = t15, 則 dx = 15t14 dt 且 t = 15
√
x, 於是∫

1
3
√
x+ 5

√
x
dx =

∫
1

t5 + t3
· 15t14 dt = 15

∫
t11

t2 + 1
dt

=15

∫ (
t9 − t7 + t5 − t3 + t− t

t2 + 1

)
dt

=
3

2
t10 − 15

8
t8 +

5

2
t6 − 15

4
t4 +

15

2
t2 − 1

2
ln(t2 + 1) + C

=
3

2

3
√
x2 − 15

8

15
√
x8 +

5

2

5
√
x2 − 15

4

15
√
x4 +

15

2

15
√
x2 − 1

2
ln
(

15
√
x2 + 1

)
+ C.

(2) 令 x = u6, 則 dx = 6u5 du, 於是∫ dx
(1 + 3

√
x)

√
x
=

∫
6u5

(1 + u2)u3
du = 6

∫
u2

1 + u2
du = 6

∫ (
1− 1

1 + u2

)
du

=6u− 6 tan−1 u+ C = 6 6
√
x− 6 tan−1 6

√
x+ C.

例 3.4.14 求

∫ dx√
ex + 1

.

解 令 t =
√
ex + 1, 則 x = ln(t2 − 1), dx = 2t

t2−1dt, 於是∫ dx√
ex + 1

=

∫
1

t
· 2t

t2 − 1
dt =

∫
2

t2 − 1
dt =

∫ (
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt

=

∫ d(t− 1)

t− 1
−
∫ d(t+ 1)

t+ 1
= ln |t− 1| − ln |t+ 1|+ C = ln

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+ C = ln
∣∣∣∣∣
√
ex + 1− 1√
ex + 1 + 1

∣∣∣∣∣+ C.
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說明 考慮如下形式的無理函數的積分:

I =

∫
xm (a+ bxn)

p dx,

其中 a, b ∈ R, m,n, p ∈ Q. 令 t = xn, 則 dx = 1
n t

1
n−1dt, 從而有

I =

∫
t
m
n (a+ bt)

p · 1
n
t

1
n−1dt = 1

n

∫
t
m+1

n −1 (a+ bt)
p dt.

令

q =
m+ 1

n
− 1,

則

I =

∫
xm (a+ bxn)

p dx =
1

n

∫
tq (a+ bt)

p dt.

(1) 當 p ∈ Z 且 q = r
s (r, s ∈ Z, s 6= 0) 時, 被積函數最多只有一個根式, 根式內的線性分式為 t, 故只需要

作變換 z = s
√
t = s

√
xn, 即可將原積分化為有理函數的積分.

(2) 當 q ∈ Z 且 p = µ
λ (µ, λ ∈ Z, λ 6= 0) 時, 被積函數也最多含一個根式, 根式內的線性分式為 a+ bt, 故只

需要作變換 z = λ
√
a+ bt = λ

√
a+ bxn, 即可將原積分化為有理函數的積分.

(3) 把積分寫成

I =

∫
xm (a+ bxn)

p dx =
1

n

∫
tp+q

(
a+ bt

t

)p
dt,

因此當 p + q ∈ Z 是正數且 p = µ
λ (µ, λ ∈ Z, λ 6= 0) 時, 被積函數最多含一個根式, 根式內的線性分式

為 a+bt
t , 故只需要作變換 z = λ

»
a+bt
t = λ

»
a+bxn

xn , 即可將原積分化為有理函數的積分.

總而言之, 只要 p, q 和 p+ q 之中至少有一者是整數, 二項式微分式的積分就能化成有理函數的積分.
小結:

(1) 若 p ∈ Z, 則令 x = ts, s 為 m,n 之分母的最小公倍數;

(2) 若 m+1
n ∈ Z (相當於 q = m+1

n − 1 ∈ Z), 則令 a+ bxn = tλ, λ 為 p 的分母;

(3) 若 m+1
n + p ∈ Z, 則令 a+ bxn = tλxn, λ 為 p 的分母.

註記 3.4.15 切比雪夫已證明: 二項式微分式的積分除了上述三種情形外, 均無法由初等函數表出, 如∫ dx√
1− x4

.

例 3.4.16 設 x > 0, 求
∫ …

x2 +
1

x2
dx.

解 將所求積分寫成 ∫ …
x2 +

1

x2
dx =

∫
x−1

(
1 + x4

) 1
2 dx,

由於 −1+1
4 = 0 ∈ Z, 因此令 t =

√
1 + x4, 即 t2 = 1 + x4, 則 2tdt = 4x3 dx, 於是∫ …

x2 +
1

x2
dx =

∫ √
1 + x4

x
dx =

∫ √
1 + x4

4x4
· 4x3 dx =

∫
t

4 (t2 − 1)
· 2tdt = 1

2

∫
t2

t2 − 1
dt

=
1

2

∫ (
1 +

1

t2 − 1

)
dt = 1

2
t+

1

4
ln
∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+ C =
1

2

√
1 + x4 +

1

4
ln
∣∣∣∣∣
√
1 + x4 − 1√
1 + x4 + 1

∣∣∣∣∣+ C

=
1

2

√
1 + x4 +

1

4
ln x4(√

1 + x4 + 1
)2 + C =

1

2

√
1 + x4 − 1

2
ln

√
1 + x4 + 1

x2
+ C.
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說明 考慮如下形式的積分: ∫
Pn(x)√

ax2 + bx+ c
dx,

其中 a 6= 0, Pn 為 n 次多項式, n ∈ N ∪ {0}. 當 n = 0 時, 只需將 ax2 + bx + c 湊成 A2 − x2, A2 + x2 或

x2 −A2, 便能輕易處理. 當 n = 1 時, 設 P1(x) = k2x+ k1, 則∫
k2x+ k1√
ax2 + bx+ c

dx =
k2
2a

∫
2ax+ b√

ax2 + bx+ c
dx+

(
k1 −

k2b

2a

)∫ dx√
ax2 + bx+ c

,

上式右邊第一項的積分極易求出, 第二項積分用類似當 n = 0 時的處理方法也能求出. 當 n ≥ 2 時, 可設∫
Pn(x)√

ax2 + bx+ c
dx = Qn−1(x) ·

√
ax2 + bx+ c+

∫
k dx√

ax2 + bx+ c
,

其中 k 為待定常數, Qn−1 為待定的 n − 1 次多項式, 接著透過兩邊求導及比較係數, 求出 k 和 Qn−1, 再由
n = 0 的情形求出上式右端第二項的積分, 即得結論. 下面說明為何能這樣假設結論: 設 Qn−1 為 n− 1 次多

項式, 觀察

d
dx

(
Qn−1(x) ·

√
ax2 + bx+ c

)
=

dQn−1(x)

dx ·
√
ax2 + bx+ c+

(2ax+ b) ·Qn−1(x)

2
√
ax2 + bx+ c

=
2
(
ax2 + bx+ c

)
·Q′

n−1(x) + (2ax+ b) ·Qn−1(x)

2
√
ax2 + bx+ c

,

注意到 Q′
n−1 為 n− 2 次多項式, 且 a 6= 0, 所以 2

(
ax2 + bx+ c

)
·Q′

n−1(x) + (2ax+ b) ·Qn−1(x) 為 n 次多

項式, 記作 2Pn(x)− 2k, 則

d
dx

(
Qn−1(x) ·

√
ax2 + bx+ c

)
=

Pn(x)− k√
ax2 + bx+ c

=
Pn(x)√

ax2 + bx+ c
− k√

ax2 + bx+ c
,

移項並積分, 得 ∫
Pn(x)√

ax2 + bx+ c
dx = Qn−1(x) ·

√
ax2 + bx+ c+

∫
k√

ax2 + bx+ c
dx.

例 3.4.17 求

∫
x2√

x2 + 2x
dx.

解 令 ∫
x2√

x2 + 2x
dx = (Ax+B)

√
x2 + 2x+ k

∫ dx√
x2 + 2x

,

兩端求關於 x 的導數, 得

x2√
x2 + 2x

= A
√
x2 + 2x+ (Ax+B) · x+ 1

x2 + 2x
+

k

x2 + 2x
,

兩邊同乘以
√
x2 + 2x,

x2 = A(x2 + 2x) + (Ax+B)(x+ 1) + k

即

x2 = 2Ax2 + (3A+B)x+B + k,

比較係數, 有 
2A = 1,

3A+B = 0,

B + k = 0,
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因此, A = 1
2 , B = − 3

2 , k = 3
2 . 所求積分為∫

x2√
x2 + 2x

dx =

(
1

2
x− 3

2

)√
x2 + 2x+

3

2

∫ dx√
x2 + 2x

=

(
1

2
x− 3

2

)√
x2 + 2x+

3

2

∫ dx√
(x+ 1)2 − 1

=

(
1

2
x− 3

2

)√
x2 + 2x+

3

2
cosh−1 (x+ 1) + C.

附錄: 積分表
以下羅列積分法則及常用的積分公式 (省略積分常數, 因此此表羅列公式的實際上是原函數表):

(1) 積分法則:

(a) (線性運算)
∫
(αf(x) + βg(x))dx = α

∫
f(x)dx+ β

∫
g(x)dx

(b) (第一類變數變換)
∫
f(φ(x)) · φ′(x)dx = (

∫
f(u) du)

∣∣
u=φ(x)

(c) (第二類變數變換)
∫
f(x) dx = (

∫
f(ψ(u)) · ψ′(u) du)

∣∣
u=ψ−1(x)

(d) (分部積分)
∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
g(x)f ′(x) dx

(2) 冪函數、絕對值函數:

(a)
∫
xµ dx = xµ+1

µ+1 (µ 6= −1) (b)
∫

1
xdx = ln |x| (c)

∫
|x| dx = 1

2x|x|

(3) 指數函數、對數函數:

(a)
∫
ax dx = 1

ln aa
x

(b)
∫
ex dx = ex

(c)
∫
loga x dx = x loga x− 1

ln ax

(d)
∫
lnx dx = x lnx− x

(4) 三角函數:

(a)
∫
sinx dx = − cosC

(b)
∫
cosx dx = sinx

(c)
∫
tanx dx = ln | secx|

(d)
∫
cotx dx = ln | sinx|

(e)
∫
secx dx = ln | secx+ tanx|

(f)
∫
cscx dx = ln | cscx− cotx|

(g)
∫
sec2 x dx = tanx

(h)
∫
csc2 x dx = − cotx

(i)
∫
secx · tanx dx = secx

(j)
∫
cscx · cotx dx = − cscx

(5) 常用的分式、根式:

(a)
∫

1√
a2−x2

dx = sin−1 x
a

(b)
∫

1
a2+x2 dx = 1

a tan
−1 x

a

(c)
∫

1
|x|

√
x2−a2 = 1

a sec−1 x
a

(d)
∫

1
x2−a2 dx = 1

2a ln
∣∣∣x−ax+a

∣∣∣
(e)

∫
1√

a2+x2
dx = ln

(
x+

√
a2 + x2

)
(6) 反三角函數:

(a)
∫
sin−1 x dx = x sin−1 x+

√
1− x2

(b)
∫
cos−1 x dx = x cos−1 x−

√
1− x2

(c)
∫
tan−1 x dx = x tan−1 x− 1

2 ln(1 + x2)

(d)
∫
cot−1 x dx = x cot−1 x+ 1

2 ln(1 + x2)

(e)
∫
sec−1 x dx = x sec−1 x−sgn(x) ln

∣∣∣x+
√
x2 − 1

∣∣∣
(f)

∫
csc−1 x dx = x csc−1 x+sgn(x) ln

∣∣∣x+
√
x2 − 1

∣∣∣
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(7) 三角高次冪的遞迴公式:

(a)
∫
sinn x dx = − 1

n sinn−1 x · cosx+ n−1
n

∫
sinn−2 x dx

(b)
∫
cosn x dx = 1

n cosn−1 x · sinx+ n−1
n

∫
cosn−2 x dx

(c)
∫
tann x dx = 1

n−1 tan
n−1 x−

∫
tann−2 x dx

(d)
∫
cotn x dx = − 1

n−1 cot
n−1 x−

∫
cotn−2 x dx

(e)
∫
secn x dx = 1

n−1 tanx · secn−2 x+ n−2
n−1

∫
secn−2 x dx

(f)
∫
cscn x dx = − 1

n−1 cotx · cscn−2 x+ n−2
n−1

∫
cscn−2 x dx

(8) 雙曲函數:

(a)
∫
sinhx dx = coshx

(b)
∫
coshx dx = sinhx

(c)
∫
tanhx dx = ln coshx

(d)
∫
cothx dx = ln | sinhx|

(e)
∫
sechx dx = tan−1 | sinhx|

(f)
∫
cschx dx = ln

∣∣tanh 1
2x
∣∣

(g)
∫
sech2 x dx = tanhx

(h)
∫
csch2 x dx = − cothx

(i)
∫
sechx · tanhx dx = − sechx

(j)
∫
cschx · cothx dx = − cschx

3.5 反常積分

反常積分的種類與計算

定義 3.5.1 定積分討論的函數必須是定義在有限區間上的有界函數, 如果將有限區間推廣成無窮區間, 或是
將有界函數推廣到無界函數, 那麼稱前者的積分為無窮積分或第一類反常積分, 後者稱為瑕積分或第二類反
常積分, 兩類統稱為反常積分或廣義積分.

定義 3.5.2 (無窮積分/無窮區間上的反常積分/第一類反常積分) 考慮有界函數 f ,

(1) 設函數 f 在區間 [a,+∞) 上有定義, 且對於任何 X > a, f 在 [a,X] 上可積, 若極限

lim
X→+∞

∫ X

a

f(x) dx

存在, 則稱無窮積分
∫ +∞
a

f(x) dx 收斂, 或稱函數 f 在 [a,+∞) 上可積, 並記∫ +∞

a

f(x) dx = lim
X→+∞

∫ X

a

f(x) dx,

若極限不存在, 則稱無窮積分
∫ +∞
a

f(x) dx 發散;

(2) 設函數 f 在區間 (−∞, b] 上有定義, 且對於任何 X < b, f 在 [X, b] 上可積, 若極限

lim
X→−∞

∫ b

X

f(x) dx

存在, 則稱無窮積分
∫ b
−∞ f(x) dx 收斂, 或稱函數 f 在 (−∞, b] 上可積, 並記∫ b

−∞
f(x) dx = lim

X→−∞

∫ b

X

f(x) dx,

若極限不存在, 則稱無窮積分
∫ b
−∞ f(x) dx 發散;
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(3) 設函數 f 在區間 (−∞,+∞) 上有定義, 且在任何閉區間 [a, b] 上可積, 任取 c ∈ R, 如果無窮積分∫ +∞

c

f(x) dx 及

∫ c

−∞
f(x) dx

皆收斂, 則稱無窮積分
∫ +∞
−∞ f(x) dx 收斂, 並記∫ +∞

−∞
f(x) dx =

∫ c

−∞
f(x) dx+

∫ +∞

c

f(x) dx,

若以上兩無窮積分之中至少有一個發散, 則稱無窮積分
∫ +∞
−∞ f(x) dx 發散.

注意 3.5.3 (1) 由於我們在定義 (3) 中假定了 f 在任何有界閉區間上可積, 因此容易驗證,
∫ +∞
−∞ f(x) dx

收斂與否與 c 的選取無關; 當
∫ +∞
−∞ f(x) dx 收斂時, 其值也與 c 的選取無關;

(2) f 在 (−∞,+∞) 上的無窮積分不是定義成

lim
t→+∞

∫ t

−t
f(x) dx,

此極限值為無窮積分
∫ +∞
−∞ f(x) dx 的柯西主值, 我們暫不討論.

註記 3.5.4 如果 F 在無窮遠處有定義, 我們引入以下兩個方便的記號:

F (+∞) = lim
x→+∞

F (x) 及 F (−∞) = lim
x→−∞

F (x).

命題 3.5.5 (無窮積分的萊布尼茲公式) 由牛頓萊布尼茲公式及極限的運算法則, 有如下結論:

(1) 若 f 在 [a,+∞) 有原函數 F , 且 F (+∞) 存在, 則∫ +∞

a

f(x) dx = F (x)|+∞
a = F (+∞)− F (a),

如果 F (+∞) 不存在, 那麼無窮積分
∫ +∞
a

f(x) dx 發散;

(2) 若 f 在 (−∞, b] 上有原函數 G, 且 G(−∞) 存在, 則∫ b

−∞
f(x) dx = G(x)|b−∞ = G(b)−G(−∞),

如果 G(−∞) 不存在, 那麼無窮積分
∫ b
−∞ f(x) dx 發散;

(3) 若 f 在 (−∞,+∞) 上有原函數, 且 H(−∞) 和 H(+∞) 都存在, 則∫ +∞

−∞
f(x) dx = H(x)|+∞

−∞ = H(+∞)−H(−∞),

如果 H(−∞) 和 H(+∞) 之中至少有一者不存在, 那麼無窮積分
∫ +∞
−∞ f(x) dx 發散.

命題 3.5.6 (無窮積分的變數變換與分部積分公式) (1) 設函數 f 在 [a,+∞) 上有定義, 且對所有 t > a, f
在區間 [a, t] 上可積, 再設函數 φ 在區間 [α, β) (β 可以是 +∞) 上連續可導 (即 φ ∈ C1([α, β))) 且嚴
格單調遞增, 且滿足

a = φ(α) ≤ φ(t) ≤ φ(b−) = +∞,

則有變數變換公式 ∫ +∞

a

f(x) dx =

∫ β

α

f (φ(t)) · φ′(t) dt.
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(2) 設函數 f, g ∈ C1([a,+∞)), 且極限

f(+∞) · g(+∞) = lim
x→+∞

f(x) · g(x)

存在, 則有以下分部積分公式∫ +∞

a

f(x) · g′(x) dx = f(x) · g(x)|+∞
a −

∫ +∞

a

f ′(x) · g(x) dx.

註記 3.5.7 (1) 上述變數變換公式是在以下意義下成立的: 當等式兩端的積分有一者收斂時, 另一者也收
斂並且上述等式成立; 若有一者發散, 則另一者也發散. 另外, 對於 φ 是單調遞減的情形也有相應的變

數變換公式, 請讀者自行給出.

(2) 無窮積分 ∫ b

−∞
f(x) dx 及

∫ +∞

−∞
f(x) dx

的變數變換公式與分部積分公式, 請讀者自行給出.

例 3.5.8 計算下列無窮積分:

(1)
∫ +∞

−∞

dx
1 + x2

; (2)
∫ +∞

0

te−pt dt (p > 0); (3)
∫ +∞

1

dx
x
√
1 + x2

.

解 (1) 由於 ∫ +∞

0

dx
1 + x2

= tan−1(+∞)− tan−1(0) =
π

2
− 0 =

π

2
,∫ 0

−∞

dx
1 + x2

= tan−1(0)− tan−1(−∞) = 0−
(
−π
2

)
=
π

2

都收斂, 因此 ∫ +∞

−∞

dx
1 + x2

=
π

2
+
π

2
= π.

(2) ∫ +∞

0

te−pt dt =
∫ +∞

0

td
(
−e

−pt

p

)
=

(
− te

−pt

p

)∣∣∣∣+∞

0

−
∫ +∞

0

−e
−pt

p
dt

=− 1

p
lim

t→+∞
te−pt − 0− 1

p2

∫ +∞

0

e−pt dt = 0− 1

p2
(
e−pt

)∣∣+∞
0

= − 1

p2
(0− 1) =

1

p2
.

(3) 令 x = 1
t , 則當 x = 1 時, t = 1; 當 x→ +∞ 時, t→ 0+, 於是∫ +∞

1

dx
x
√
1 + x2

=

∫ 1

0

dt√
1 + t2

= ln
(
t+

√
1 + t2

)∣∣∣1
0
= ln

(
1 +

√
2
)
.

例 3.5.9 雖然

lim
X→+∞

∫ X

−X
sinx dx = 0,

但 ∫ +∞

−∞
sinx dx

發散. 因此, 柯西主值存在推不出反常積分收斂.
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定義 3.5.10 如果函數 f 在點 a 的任一鄰域內都無界, 則稱點 a 為函數 f 的瑕點或無界間斷點4.

定義 3.5.11 (瑕積分/無界函數的反常積分/第二類反常積分) 考慮 f 在區間 [a, b] 上只有一個瑕點的情形.

(1) 設函數 f 在區間 (a, b] 上有定義, a 是 f 的一個瑕點, 且對所有 δ ∈ (0, b− a), f 在區間 [a+ δ, b] 上可

積, 若極限

lim
δ→0+

∫ b

a+δ

f(x) dx
(
或 lim

X→a+

∫ b

X

f(x) dx
)

存在, 則稱瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 收斂, 並記∫ b

a

f(x) dx = lim
δ→0+

∫ b

a+δ

f(x) dx = lim
X→a+

∫ b

X

f(x) dx,

若極限不存在, 則稱瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 發散;

(2) 設函數 f 在區間 [a, b) 上有定義, b 是 f 的一個瑕點, 且對所有 δ ∈ (0, b− a), f 在區間 [a, b − δ] 上可

積, 若極限

lim
δ→0+

∫ b−δ

a

f(x) dx
(
或 lim

X→b−

∫ X

a

f(x) dx
)

存在, 則稱瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 收斂, 並記∫ b

a

f(x) dx = lim
δ→0+

∫ b−δ

a

f(x) dx = lim
X→b−

∫ X

a

f(x) dx,

若極限不存在, 則稱瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 發散;

(3) 若 c ∈ (a, b) 為 f 在 [a, b] 上唯一的瑕點, 且對於任何 X1 ∈ [a, c) 及 X2 ∈ (c, b], f 在區間 [a,X1] 及

[X2, b] 上都可積, 若瑕積分 ∫ c

a

f(x) dx 及

∫ b

c

f(x) dx

皆收斂, 則稱瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 收斂, 並記∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx,

若以上兩個瑕積分之中至少有一個發散, 則稱瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 發散.

注意 3.5.12 設 f 在 [a, b] 區間內的唯一瑕點為 c ∈ (a, b), 要注意 f 在 [a, b] 上的瑕積分不是定義成

lim
δ→0+

(∫ c−δ

a

f(x) dx+

∫ b

c+δ

f(x) dx
)
,

此極限稱為瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 的柯西主值, 我們暫不討論.

命題 3.5.13 (瑕積分的萊布尼茲公式) 由牛頓萊布尼茲公式及極限的運算法則, 有如下結論:

(1) 設 a 為 f 的瑕點, 若 f 在 (a, b] 上有原函數 F , 且 F (a+) 存在, 則∫ b

a

f(x) dx = F (x)|ba+ = F (b)− F (a+),

如果 F (a+) 不存在, 那麼瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 發散;

4有的教科書混用「反常積分」和「瑕積分」這兩個名詞, 把「±∞」均視為「瑕點」, 並把兩類反常積分統稱為「瑕積分」, 但實際
上, 函數 f 在無窮遠點的任一鄰域內未必無界, 因此把無窮遠點視為瑕點是不嚴格的說法.



3.5 反常積分 159

(2) 設 b 為 f 的瑕點, 若 f 在 [a, b) 上有原函數 G, 且 G(b−) 存在, 則∫ b

a

f(x) dx = G(x)|b
−

a = G(b−)−G(a),

如果 G(b−) 不存在, 那麼瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 發散;

(3) 設 c ∈ (a, b) 為 f 的瑕點, 若 f 在 [a, c) ∪ (c, b] 上有原函數 H, 且 H(c−), H(c+) 都存在, 則∫ b

a

f(x) dx = H(b)−H(a),

如果 H(c−) 和 H(c+) 之中至少有一者不存在, 那麼瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 發散.

註記 3.5.14 與命題 3.5.6 類似地, 瑕積分也有變數變換及分部積分公式, 請讀者自行給出.

例 3.5.15 計算下列瑕積分:

(1)
∫ 1

0

lnx dx; (2)
∫ 1

−1

dx
x2

; (3)
∫ 1

−1

cos−1 x√
1− x2

dx.

解 (1) x = 0 是瑕點, 而

lim
x→0+

x lnx = lim
x→0+

lnx
1
x

= lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

(−x) = 0,

因此, ∫ 1

0

lnx dx = (x lnx− x)|10+ = (1 · 0− 1)− (0− 0) = −1.

(2) x = 0 是瑕點, 而 ∫ 0

−1

dx
x2

= − 1

x

∣∣∣∣0−
−1

= lim
x→0−

(
− 1

x

)
− 1 = +∞,

即瑕積分
∫ 0

−1
f(x) dx 發散, 因此

∫ 1

−1
f(x) dx 亦發散.

(3) 注意到

lim
x→1−

cos−1 x√
1− x2

= lim
x→1−

− 1√
1−x2

−x√
1−x2

= 1,

所以由極限的局部有界性可知 x = 1 不是瑕點, 因此被積函數只有唯一瑕點 x = −1, 及∫ 1

−1

cos−1 x√
1− x2

dx = −1

2

(
cos−1 x

)2∣∣∣∣1
−1−

= −1

2
· 02 + 1

2
lim

x→−1−

(
cos−1 x

)2
=
π2

2
.

定義 3.5.16 (綜合兩類反常積分) 設 f 在 (a,+∞) 的任意閉區間上可積, 且 a 為 f 的一個瑕點, 如果 c > a,
且反常積分 ∫ c

a

f(x) dx 及

∫ +∞

c

f(x) dx

皆收斂, 則稱反常積分
∫ +∞
a

f(x) dx 收斂, 並記∫ +∞

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ +∞

c

f(x) dx,

如果反常積分
∫ c
a
f(x) dx 及

∫ +∞
c

f(x) dx 之中至少有一者發散, 則稱反常積分
∫ +∞
a

f(x) dx 發散. 類似地可
定義 (−∞, b) (b 是瑕點) 上的反常積分, 或 (−∞,+∞) (c ∈ R 是瑕點) 上的反常積分, 等等諸如此類.

註記 3.5.17 不難驗證, 只要能確定反常積分
∫ +∞
a

f(x) dx 收斂, 其結果便和 c ∈ (a,+∞) 的選取無關.

例 3.5.18 求下列反常積分:
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(1)
∫ +∞

0

dx
x2

; (2)
∫ 0

−∞

dx√
−x

.

解 (1) 由於 ∫ 1

0

dx
x2

= − 1

x

∣∣∣∣1
0+

= +∞,

因此所求反常積分發散.

(2) 由於 ∫ −1

−∞

dx√
−x

= −2
√
−x
∣∣1
−∞ = −∞,

因此所求反常積分發散.

反常積分的判斂準則

定理 3.5.19 (反常積分的 p 值判斂準則) (1) 無窮積分∫ +∞

a

dx
xp

(a > 0)

當 p > 1 時收斂, 當 p ≤ 1 時發散;

(2) 瑕積分 ∫ b

a

dx
(x− a)p

當 p < 1 時收斂, 當 p ≥ 1 時發散;

(3) 瑕積分 ∫ b

a

dx
(b− x)p

當 p < 1 時收斂, 當 p ≥ 1 時發散.

證明 (1) 當 p = 1 時, ∫ +∞

a

dx
xp

=

∫ +∞

a

dx
x

= ln(+∞)− ln(a) = +∞,

當 p 6= 1 時, ∫ +∞

a

dx
xp

=
x1−p

1− p

∣∣∣∣+∞

a

=


+∞, p < 1;

a1−p

1− p
, p > 1.

(2) 當 p = 1 時,∫ b

a

dx
(x− a)p

=

∫ b

a

dx
x− a

= ln(x− a)|ba+ = ln(b− a)− lim
x→a+

ln(x− a) = +∞,

當 p 6= 1 時, ∫ b

a

dx
(x− a)p

=
(x− a)1−p

q − p

∣∣∣∣b
a+

=


(b− a)1−p

1− p
, p < 1;

+∞, p > 1.
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(3) 當 p = 1 時,∫ b

a

dx
(b− x)p

=

∫ b

a

dx
b− x

= − ln(b− x)|b
−

a = lim
x→b−

(− ln(b− x)) + ln(b− a) = +∞,

當 p 6= 1 時, ∫ b

a

dx
(b− x)p

=
(b− x)1−p

q − p

∣∣∣∣b
−

a

=


(b− a)1−p

1− p
, p < 1;

+∞, p > 1.

準則 3.5.20 (反常積分的柯西準則) 無窮積分:

(1) 設函數 f, g 在 [a,+∞) 上有定義, 對於 X > a, f, g 在 [a,X] 上可積, 則無窮積分
∫ +∞
a

f(x) dx 收斂的
充要條件為: 對任意 ε > 0, 皆存在 M > a, 當 X ′′ > X ′ > M 時, 有∣∣∣∣∣

∫ X′′

X′
f(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

(2) 設函數 f, g 在 (−∞, b] 上有定義, 對於 X < b, f, g 在 [X, b] 上可積, 則無窮積分
∫ b
−∞ f(x) dx 收斂的

充要條件為: 對任意 ε > 0, 皆存在 M < b, 當 X ′ < X ′′ < M 時, 有∣∣∣∣∣
∫ X′′

X′
f(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

瑕積分:

(3) 設函數 f, g 在 (a, b] 上有定義, a 是 f, g 的瑕點, 對於 a < X < b. f, g 在 [X, b] 上可積, 則瑕積分∫ b
a
f(x) dx 收斂的充要條件為: 對任意 ε > 0, 皆存在 δ ∈ (0, b− a), 當 0 < δ′ < δ′′ < δ 時, 有∣∣∣∣∣

∫ a+δ′′

a+δ′
f(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

(4) 設函數 f, g 在 [a, b) 上有定義, b 是 f, g 的瑕點, 對於 a < X < b. f, g 在 [a,X] 上可積, 則瑕積分∫ b
a
f(x) dx 收斂的充要條件為: 對任意 ε > 0, 皆存在 δ ∈ (0, b− a), 當 0 < δ′′ < δ′ < δ 時, 有∣∣∣∣∣

∫ b−δ′′

b−δ′
f(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

證明 根據反常積分的定義及極限的柯西準則 (準則 1.4.28) 可立即得出結論.

定理 3.5.21 無窮積分:

(1) 設非負函數 f 在區間 [a,+∞) 上有定義, 且對所有 X > a, f, g 在 [a,X] 上可積, 則無窮積分∫ +∞
a

f(x) dx 收斂的充要條件為: 函數

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt

在 [a,+∞) 上有上界.
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(2) 設非負函數 f 在區間 (−∞, b]上有定義,且對所有X < b, f, g在 [X, b]上可積,則無窮積分
∫ b
−∞ f(x) dx

收斂的充要條件為: 函數

F (x) =

∫ b

x

f(t) dt

在 (−∞, b] 上有上界.

瑕積分:

(3) 設函數 f, g 在 (a, b] 上有定義, a 是 f, g 的瑕點, 對所有 a < X < b. f, g 在 [X, b] 上可積, 則瑕積分∫ b
a
f(x) dx 收斂的充要條件為: 函數

F (x) =

∫ b

x

f(t) dt

在 (a, b] 上有上界.

(4) 設函數 f, g 在 [a, b) 上有定義, b 是 f, g 的瑕點, 對所有 a < X < b. f, g 在 [a,X] 上可積, 則瑕積分∫ b
a
f(x) dx 收斂的充要條件為: 函數

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt

在 [a, b) 上有上界.

證明 以上每個情形中, 因為 f(x) ≥ 0, F 在相應的區間上是單調遞增函數, 且有上界, 所以依函數的單調有
界收斂準則 (準則 1.4.18), 可知 F (+∞), F (−∞), F (a+), F (b−) 在各個情形中是存在的, 因此各個情形中的
反常積分收斂.

準則 3.5.22 (反常積分的比較判斂原理) 無窮積分:

(1) 設函數 f, g 在 [a,+∞) 上有定義, 對所有 X > a, f, g 在 [a,X] 上可積, 且對於 x ∈ [a,+∞), 有
0 ≤ f(x) ≤ g(x).

(a) 若
∫ +∞

a

g(x) dx 收斂, 則
∫ +∞

a

f(x) dx 收斂;

(b) 若
∫ +∞

a

f(x) dx 發散, 則
∫ +∞

a

g(x) dx 發散.

(2) 設函數 f, g 在 (−∞, b] 上有定義, 對所有 X < b, f, g 在 [X, b] 上可積, 且對於 x ∈ (−∞, b], 有
0 ≤ f(x) ≤ g(x).

(a) 若
∫ b

−∞
g(x) dx 收斂, 則

∫ +∞

a

f(x) dx 收斂;

(b) 若
∫ b

−∞
f(x) dx 發散, 則

∫ +∞

a

g(x) dx 發散.

瑕積分:

(3) 設函數 f, g 在 (a, b] 上有定義, a 是 f, g 的瑕點, 對所有 a < X < b. f, g 在 [X, b] 上可積, 且對於
x ∈ (a, b], 有 0 ≤ f(x) ≤ g(x).

(a) 若
∫ b

a

g(x) dx 收斂, 則
∫ b

a

f(x) dx 收斂;

(b) 若
∫ b

a

f(x) dx 發散, 則
∫ b

a

g(x) dx 發散.
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(4) 設函數 f, g 在 [a, b) 上有定義, b 是 f, g 的瑕點, 對所有 a < X < b. f, g 在 [a,X] 上可積, 且對於
x ∈ [a, b), 有 0 ≤ f(x) ≤ g(x).

(a) 若
∫ b

a

g(x) dx 收斂, 則
∫ b

a

f(x) dx 收斂;

(b) 若
∫ b

a

f(x) dx 發散, 則
∫ b

a

g(x) dx 發散.

證明 僅證明 (1), 餘者證明類似. 設 t > a 及 0 ≤ f(x) ≤ g(x). 若
∫ +∞
a

g(x) dx 收斂, 則∫ t

a

f(x) dx ≤
∫ t

a

g(x) dx ≤
∫ +∞

a

g(x) dx,

即 F (t) =
∫ t
a
f(x) dx 在 [a,+∞) 上有上界, 由定理 3.5.21 知無窮積分

∫ +∞
a

f(x) dx 收斂. 若
∫ +∞
a

f(x) dx
發散, 假設

∫ +∞
a

g(x) dx 也收斂, 那麼由定理 3.5.21 可知
∫ +∞
a

f(x) dx 也收斂, 與條件矛盾, 故
∫ +∞
a

g(x) dx
必發散.

系理 3.5.23 (1) 設非負函數 f 在 [a,+∞) 上有定義, 對所有 X > a > 0, f 在 [a,X] 上可積.

(a) 如果存在 M > 0 及 p > 1, 使得對一切 x ∈ [a,+∞), 有

f(x) ≤ M

xp
,

那麼無窮積分
∫ +∞
a

f(x) dx 收斂;
(b) 如果存在 N > 0 及 p ≤ 1, 使得對一切 x ∈ [a,+∞), 有

f(x) ≥ N

xp
,

那麼無窮積分
∫ +∞
a

f(x) dx 發散.

(2) 設非負函數 f 在 (a, b] 上有定義, a 是 f 的瑕點, 對所有 a < X < b, f 在 [X, b] 上可積.

(a) 如果存在常數 M > 0 及 p < 1, 使得對一切 x ∈ (a, b], 有

f(x) ≤ M

(x− a)p
,

那麼瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 收斂;

(b) 如果存在 N > 0 及 p ≥ 1, 使得對一切 x ∈ (a, b], 有

f(x) ≥ N

(x− a)p
,

那麼瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 發散.

(3) 設非負函數 f 在 [a, b) 上有定義, b 是 f 的瑕點, 對所有 a < X < b, f 在 [a,X] 上可積.

(a) 如果存在常數 M > 0 及 p < 1, 使得對一切 x ∈ [a, b), 有

f(x) ≤ M

(b− x)p
,

那麼瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 收斂; 如果存在 N > 0 及 p ≥ 1, 使得對一切 x ∈ [a, b), 有

f(x) ≥ N

(x− a)p
,

那麼瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 發散.

例 3.5.24 判定以下反常積分的斂散性:
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(1)
∫ +∞

1

dx
3
√
x4 + 1

; (2)
∫ 3

1

x

(x− 1)2
dx.

解 (1) 對於 x ≥ 1, 有
1

3
√
x4 + 1

≤ 1
3
√
x4

=
1

x4/3
,

依比較判斂原理及 p 值判斂準則 (系理 3.5.23), 這個反常積分收斂.

(2) 對於 x ∈ (1, 3], 有
x

(x− 1)2
>

1

(x− 1)2
,

依比較判斂原理及 p 值判斂準則 (系理 3.5.23), 這個反常積分發散.

準則 3.5.25 (反常積分的極限判斂準則) 無窮積分:

(1) 設函數 f, g (g 6= 0) 在 [a,+∞) 上有定義, 對所有 X > a, f, g 在 [a,X] 上可積, 且 limx→+∞
f(x)
g(x) = L.

(a) 若 0 < L < +∞, 則
∫ +∞
a

g(x) dx 與
∫ +∞
a

f(x) dx 同時收斂或同時發散;

(b) 若 L = 0 且
∫ +∞
a

g(x) dx 收斂, 則
∫ +∞
a

f(x) dx 收斂;

(c) 若 L = +∞ 且
∫ +∞
a

g(x) dx 發散, 則
∫ +∞
a

f(x) dx 發散.

(2) 設函數 f, g (g 6= 0) 在 (−∞, b] 上有定義, 對所有 X < b, f, g 在 [X, b] 上可積, 且 limx→−∞
f(x)
g(x) = L.

(a) 若 0 < L < +∞, 則
∫ b
−∞ g(x) dx 與

∫ b
−∞ f(x) dx 同時收斂或同時發散;

(b) 若 L = 0 且
∫ b
−∞ g(x) dx 收斂, 則

∫ b
−∞ f(x) dx 收斂;

(c) 若 L = +∞ 且
∫ b
−∞ g(x) dx 發散, 則

∫ b
−∞ f(x) dx 發散.

瑕積分:

(3) 設函數 f, g (g 6= 0) 在 (a, b] 上有定義, a 是 f, g 的瑕點, 對所有 a < X < b. f, g 在 [X, b] 上可積, 且
limx→a+

f(x)
g(x) = L.

(a) 若 0 < L < +∞, 則
∫ b
a
g(x) dx 與

∫ b
a
f(x) dx 同時收斂或同時發散;

(b) 若 L = 0 且
∫ b
a
g(x) dx 收斂, 則

∫ b
a
f(x) dx 收斂;

(c) 若 L = +∞ 且
∫ b
a
g(x) dx 發散, 則

∫ b
a
f(x) dx 發散.

(4) 設函數 f, g (g 6= 0) 在 [a, b) 上有定義, b 是 f, g 的瑕點, 對所有 a < X < b. f, g 在 [a,X] 上可積, 且
limx→b−

f(x)
g(x) = L.

(a) 若 0 < L < +∞, 則
∫ b
a
g(x) dx 與

∫ b
a
f(x) dx 同時收斂或同時發散;

(b) 若 L = 0 且
∫ b
a
g(x) dx 收斂, 則

∫ b
a
f(x) dx 收斂;

(c) 若 L = +∞ 且
∫ b
a
g(x) dx 發散, 則

∫ b
a
f(x) dx 發散.

證明 依極限的保號性 (命題 1.3.42) 及比較判斂準則 (準則 3.5.22) 即得結論.

系理 3.5.26 (1) 設非負函數 f 在 [a,+∞) 上有定義, 對所有 X > a > 0, f 在 [a,X] 上可積.

(a) 如果存在 p > 1, 使得
lim

x→+∞
xpf(x) = c ∈ [0,+∞),

那麼無窮積分
∫ +∞
a

f(x) dx 收斂;
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(b) 如果存在 p ≤ 1, 使得
lim

x→+∞
xpf(x) = d ∈ (0,+∞],

那麼無窮積分
∫ +∞
a

f(x) dx 發散.

(2) 設非負函數 f 在 (a, b] 上有定義, a 是 f 的瑕點, 對所有 a < X < b, f 在 [X, b] 上可積.

(a) 如果存在常數 0 < p < 1, 使得

lim
x→a+

(x− a)pf(x) = c ∈ [0,+∞),

那麼瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 收斂;

(b) 如果存在 p ≥ 1, 使得
lim
x→a+

(x− a)pf(x) = d ∈ (0,+∞],

那麼瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 發散.

(3) 設非負函數 f 在 [a, b) 上有定義, b 是 f 的瑕點, 對所有 a < X < b, f 在 [a,X] 上可積.

(a) 如果存在常數 0 < p < 1, 使得

lim
x→b−

(b− x)pf(x) = c ∈ [0,+∞),

那麼瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 收斂;

(b) 如果存在 p ≥ 1, 使得
lim
x→b−

(b− x)pf(x) = d ∈ (0,+∞],

那麼瑕積分
∫ b
a
f(x) dx 發散.

例 3.5.27 判斷下列反常積分的斂散性:

(1)
∫ +∞

1

x3/2

1 + x2
dx;

(2)
∫ −1

−∞

tan−1 x

x
dx;

(3)
∫ 3

1

dx
lnx

(4)
∫ 1

0

dx√
(1− x2) (1− k2x2)

(−1 < k < 1).

解 (1) 由於

lim
x→+∞

x · x3/2

1 + x2
= lim
x→+∞

x2
√
x

1 + x2
= +∞ ∈ (0,+∞],

因此原無窮積分發散.

(2) 由於 ∫ −1

−∞

tan−1 x

x
dx =

∫ +∞

1

tan−1 x

x
dx (由函數的對稱性)

且

lim
x→+∞

x · tan
−1 x

x
=
π

2
∈ [0,+∞),

因此原無窮積分發散.
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(3) x = 1 是被積函數的瑕點, 由於

lim
x→1+

(x− 1) · 1

lnx = lim
x→1+

1

1/x
= 1 ∈ (1,+∞],

因此原瑕積分發散.

(4) x = 1 是被積函數的瑕點, 由於

lim
x→1−

(1− x)
1
2 · 1√

(1− x2) (1− k2x2)
= lim
x→1−

1√
(1 + x) (1− k2x2)

=
1√

2 (1− k2)
∈ [0,+∞),

因此橢圓積分收斂.

例 3.5.28 討論無窮積分

∫ +∞

0

x2

xn + x2 + 1
dx (n ∈ N) 的斂散性.

解 因為

lim
x→+∞

(
x2

xn + x2 + 1

/
1

xn−2

)
= 1 ∈ (0,+∞),

所以當 n > 3 時, 無窮積分收斂; 當 n ≤ 3 時, 無窮積分發散.

系理 3.5.29 若有理函數 R(x) = P (x)
Q(x) 在 [a,+∞) 上有定義, 其中 P,Q 為兩個既約多項式, 次數分別為

m,n, 則 ∫ +∞

a

R(x) dx收斂 ⇐⇒ n−m ≥ 2.

Γ 函數

定理 3.5.30 設 s > 0, 則反常積分 ∫ +∞

0

e−xxs−1 dx

收斂.

證明 當 s− 1 < 0 時, x = 0 是被積函數的瑕點, 故討論以下兩個積分的斂散性:

I1 =

∫ 1

0

e−xxs−1 dx, I2 =

∫ +∞

1

e−xxs−1 dx.

當 s ≥ 1 時, I1 是定積分; 當 0 < s < 1 時, 因為

e−x · xs−1 <
1

x1−s
,

而 1− s < 1, 依比較判斂原理 (系理 3.5.23), 瑕積分 I1 收斂. 而

lim
x→+∞

x2 · e−xxs−1 = lim
x→+∞

xs+1

ex
= 0,

依極限判斂準則 (系理 3.5.26), 無窮積分 I2 收斂. 因此, 反常積分∫ +∞

0

e−xxs−1 dx

收斂.
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定義 3.5.31 定義函數

Γ(s) =

∫ +∞

0

e−xxs−1 dx (s > 0),

稱為伽瑪函數.

命題 3.5.32 (1) 遞推公式: Γ(s+ 1) = s · Γ(s) (s > 0);

(2) Γ(n+ 1) = n! (n ∈ N);

(3) Γ 在 (0,+∞) 上是連續函數;

(4) lim
s→0+

Γ(s) = +∞;

(5) 餘元公式: Γ(s) · Γ(1− s) =
π

sinπs (0 < s < 1);

(6) Γ

(
1

2

)
=

√
π;

(7)
∫ +∞

0

e−u
2

du =

√
π

2
.

證明 (1) 根據分部積分公式, 有

Γ(s+ 1) =

∫ +∞

0

e−xxs dx =

∫ +∞

0

xs d
(
e−x

)
=
(
−xse−x

)∣∣+∞
0

+

∫ +∞

0

e−x · sxs−1 dx = s · Γ(s).

(2) 注意到
Γ(1) = 1 = 0!.

假設當 n = k 時, Γ(k + 1) = k! 成立, 則當 n = k + 1 時,

Γ(k + 2) = (k + 1) · Γ(k + 1) = (k + 1) · k! = (k + 1)!.

(3) 已超出本講義的範圍, 故略去不證.

(4) 當 s→ 0+ 時, Γ(s+ 1) → Γ(1) = 1, 因此

lim
s→0+

Γ(s) = lim
s→0+

Γ(s+ 1)

s
= +∞.

(5) 需要用到貝塔函數的一點知識, 而貝塔函數是雙變數函數, 此處暫不介紹;

(6) 在餘元公式中, 令 s = 1
2 , 即得結論.

(7) 令 x = u2, 則

Γ(s) = 2

∫ +∞

0

e−u
2

u2s−1 du, (3.7)

再令 1
2 (1 + t), 得 ∫ +∞

0

e−u
2

ut du ==
1

2
Γ

(
1 + t

2

)
(t > −1),

在 (3.7) 式中, 令 s = 1
2 , 得

2

∫ +∞

0

e−u
2

du = Γ

(
1

2

)
=

√
π,

移項即得結論.
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3.6 向量函數的積分

定義 3.6.1 設實函數 f1, . . . , fm 在區間 I 上有原函數 F1, . . . , Fm, f(t) = (f1(t), . . . , fm(t)) 為定義在 I 上

的向量函數, 則向量函數 F : I → Rm, F(t) = (F1(t), . . . , Fm(t)) 在 I 上的導數為

F′(t) = (F ′
1(t), . . . , F

′
m(t)) = (f1(t), . . . , fm(t)) = f(t),

故稱 F 為 f 的一個原函數, 並可定義 f 的不定積分為∫
f(t) dt = F(t) + C = (F1(t) + C1, . . . , Fm(t) + Cm) =

(∫
f1(t) dt, . . . ,

∫
fm(t) dt

)
,

其中, C = (C1, . . . , Cm) 為積分常向量.

定義 3.6.2 設向量函數 f(t) = (f1(t), . . . , fm(t)) 的各分量函數 fi(t) (i = 1, . . . ,m) 在區間 [a, b] 上可積, 則
稱 f 在 [a, b] 上可積, 且定義其在 [a, b] 上的定積分為∫ b

a

f(t) dt =
(∫ b

a

f1(t) dt, . . . ,
∫ b

a

fm(t) dt
)
.

定理 3.6.3 若向量函數 f 在區間 [a, b] 上連續, 則有原函數 F 存在, 且∫ b

a

f(t) dt =
∫ b

a

F′(t) dt = F(b)− F(a).

例 3.6.4 計算下列積分:

(1)
∫

(cos t, 1,−2t) dt; (2)
∫ π

0

(cos t, 1,−2t) dt.

解 (1) ∫
(cos t, 1,−2t) dt =

(∫
cos tdt,

∫
dt,
∫

−2tdt
)

=
(
sin t, t,−t2

)
+ C.

(2) ∫ π

0

(cos t, 1,−2t) dt =
(
sin t, t,−t2

)∣∣π
0
=
(
0, π,−π2

)
.

3.7 定積分的應用 (未完成)

面積計算

體積計算

曲線的弧長

旋轉體的表面積

應用於物理學中

3.8 數值積分

矩形法

假設 f 在 [a, b] 上可積, 考慮定積分 ∫ b

a

f(x) dx.
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將區間 [a, b] 劃分成 n 個等長的子區間

P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} = {a = x0 < · · · < xi = a+ i∆x < · · · < xn = b}

即各子區間的長度為

∆x =
b− a

n
, xi = a+

i(b− a)

n
,

並在各子區間 [xi−1, xi] 上取一樣本點 ξi, i = 1, . . . , n.

(1) 如果各子區間都取左端點 ξi = xi−1 (i = 1, . . . , n) 為樣本點, 那麼定積分有近似公式∫ b

a

f(x) dx ≈ Ln =
b− a

n
(f(x0) + f(x1) + · · ·+ f(xn−1)) .

(2) 如果各子區間都取右端點 ξi = xi (i = 1, . . . , n) 為樣本點, 那麼定積分有近似公式∫ b

a

f(x) dx ≈ Rn =
b− a

n
(f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)) .

(3) 如果各子區間都取中點
ξi =

xi−1 + xi
2

為樣本點, 那麼定積分有近似公式∫ b

a

f(x) dx ≈Mn =
b− a

n

(
f

(
x0 + x1

2

)
+ · · ·+ f

(
xn−1 + xn

2

))
.

因為以上方法都是將曲線 y = f(x) 與 x 軸之間所夾區域用若干個矩形的面積去近似計算定積分, 所以稱此
方法為矩形法.

例 3.8.1 將區間 [1, 2] 五等分, 近似計算

ln 2 =

∫ 2

1

dx
x
.

解 b−a
n = 2−1

5 = 1
5 , 區間 [1, 2] 的劃分為

P =

ß
1 <

6

5
<

7

5
<

8

5
<

9

5
< 2

™
.

(1) 若取左端點, 則

L5 =
1

5

(
5

5
+

5

6
+

5

7
+

5

8
+

5

9

)
≈ 0.745 6.

(2) 若取右端點, 則

R5 =
1

5

(
5

6
+

5

7
+

5

8
+

5

9
+

5

10

)
≈ 0.645 6.

(3) 若取中點, 則有

M5 =
1

5

(
10

11
+

10

13
+

10

15
+

10

17
+

10

19

)
≈ 0.691 9.

註記 3.8.2 實際上, ln 2 ≈ 0.693 147 18.
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x

y

x0 x1 x2 · · · xn−1 xn

· · ·

y = f(x)

取右端點作為樣本點

x

y

x0 x1 x2 · · · xn−1 xn

· · ·

y = f(x)

取左端點作為樣本點

x

y

x0 x1 x2 x3 xnxn−1

· · ·

· · ·
x0+x1

2
x1+x2

2
x2+x3

2
x3+x4

2

xn−1+xn
2

y = f(x)

取中點作為樣本點

梯形法

假設 f 在 [a, b] 上可積, 考慮定積分 ∫ b

a

f(x) dx.

將區間 [a, b] 劃分成 n 個等長的子區間

P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} = {a = x0 < · · · < xi = a+ i∆x < · · · < xn = b}
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即各子區間的長度為

∆x =
b− a

n
, xi = a+

i(b− a)

n
,

並在各子區間上連接曲線 y = f(x) 上的點 (xi−1, f (xi−1)) 和 (xi, f (xi)) (i = 1, . . . , n), 使得該條線段與 x

軸所夾區域為梯形. 那麼子區間 [xi−1, xi] 上的梯形的面積為

1

2
(f(xi−1) + f(xi)) ·

b− a

n
,

將各個梯形的面積加起來, 即可得到定積分的近似公式∫ b

a

f(x) dx ≈ Tn

=
b− a

n

(
f(x0) + f(x1)

2
+
f(x1) + f(x2)

2
+ · · ·+ f(xn−1) + f(xn)

2

)
=
b− a

2n
(f(x0) + 2f(x1) + · · ·+ 2f(xn−1) + f(xn)) .

這種用梯形面積去近似定積分的方法稱為梯形法.

x

y

x0 x1 x2 x3 x4 · · ·

· · ·

xn−1 xn

y = f(x)

梯形法

例 3.8.3 繼例 3.8.1,

T5 =
1

10

(
5

5
+

10

6
+

10

7
+

10

8
+

10

9
+

5

10

)
≈ 0.695 6.

拋物線法 (辛普森法)
假設 f 在 [a, b] 上可積, 考慮定積分 ∫ b

a

f(x) dx.

將區間 [a, b] 劃分成 n 個等長的子區間

P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} = {a = x0 < · · · < xi = a+ i∆x < · · · < xn = b}

即各子區間的長度為

∆x =
b− a

n
, xi = a+

i(b− a)

n
.
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在各子區間 [xi−1, xi] (i = 1, . . . , n) 上, 取左右兩端點 xi−1, xi 及中點
1
2 (xi−1 + xi). 因三點能唯一確定一條

拋物線 y = Ax2 +Bx+ C (如果三點共線, 那麼拋物線退化成梯形), 所以將點

(xi−1, f (xi−1)) ,

(
xi−1 + xi

2
, f

(
xi−1 + xi

2

))
, (xi, f (xi))

代入方程式 y = Ax2 +Bx+ C, 得
Ax2i−1 +Bxi−1 + C = f(xi−1),

Ax2i +Bxi + C = f(xi),

A ·
(
xi−1 + xi

2

)2

+B ·
(
xi−1 + xi

2

)
+ C = f

(
xi−1 + xi

2

)
,

.

計算拋物線下區域的面積: ∫ xi

xi−1

(
Ax2 +Bx+ C

)
dx,

∫ xi

xi−1

(
Ax2 +Bx+ C

)
dx =

(
A

3
x3 +

B

2
x2 + Cx

)∣∣∣∣xi

xi−1

=
A

3
·
(
x3i − x3i−1

)
+
B

2
·
(
x2i − x2i−1

)
+ C (xi − xi−1)

=
xi − xi−1

6

(
2A ·

(
x2i + xixi−1 + x2i−1

)
+ 3B · (xi + xi−1) + 6C

)
=
xi − xi−1

6

((
Ax2i +Bxi + C+

)
+
(
Ax2i−1 +Bxi−1 + C

)
+A (xi + xi−1)

2
+ 2B (xi + xi−1) + 4C

)
=
xi − xi−1

6

((
Ax2i +Bxi + C+

)
+
(
Ax2i−1 +Bxi−1 + C

)
+ 4A ·

(
xi + xi−1

2

)2

+ 4B ·
(
xi + xi−1

2

)
+ 4C

)

=
b− a

6n

(
f(xi) + f(xi−1) + 4f

(
xi−1 + xi

2

))
.

由此可知, 各子區間上過對應的曲線的左右端點及其中點的拋物線下區域的面積為

A1 =
b− a

6n

(
f(x0) + 4f

(
x0 + x1

2

)
+ f(x1)

)
,

A2 =
b− a

6n

(
f(x1) + 4f

(
x1 + x2

2

)
+ f(x2)

)
,

...

An =
b− a

6n

(
f(xn−1) + 4f

(
xn−1 + xn

2

)
+ f(xn)

)
.

把 A1, . . . , An 加起來, 即得定積分的近似公式:∫ b

a

f(x) dx ≈ Sn =
b− a

6n

(
f(x0) + f(xn) + 4

n∑
i=1

f

(
xi−1 + xi

2

)
+ 2

n−1∑
i=1

f(xi)

)
.

這種用拋物線下區域面積去近似定積分的方法稱為拋物線法或辛普森法.

例 3.8.4 繼例 3.8.1,

S5 =
1

30

(
5

5
+

5

10
+ 2

(
5

6
+

5

7
+

5

8
+

5

9

)
+ 4

(
10

11
+

10

13
+

10

15
+

10

17
+

10

19

))
≈ 0.693 2.

註記 3.8.5 綜上, 可見由拋物線法得出之定積分的近似值誤差最小.



參考資料

[1] George B. Thomas Jr., Maurice D. Weir, and Joel Hass. Thomas’Calculus: Early Transcendentals.
13th ed. Pearson, 2014.

[2] Saturnino L. Salas, Einar Hille, and Garret J. Etgen. Calculus: One and Several Variables. 10th ed.
John Wiley & Sons, 2006.

[3] James Stewart, Daniel K. Clegg, and SaleemWatson. Calculus: Early Transcendentals, Metric Edition.
9th ed. Cengage Learning, 2021.

[4] William R. Wade. An Introduction to Analysis. 4th ed. Pearson Prentice Hall, 2010.

[5] Tom M. Apostol. 数学分析. 中文. 邢富冲, 邢辰, 李松洁, 贾婉丽 譯. 原標題: Mathematical Analysis,
Second Edition. 机械工业出版社, 2006.

[6] Walter Rudin. 数学分析原理. 中文. 赵慈庚, 蒋铎 譯. 原標題: Principles of Mathematical Analysis,
3rd ed. 机械工业出版社, 2019.

[7] Vladimir A. Zorich.数学分析 (第一卷).中文.李植譯.原標題: Mathematical Analysis by V. A. Zorich
(Part I, 7th expanded edition). 高等教育出版社, 2019.

[8] 同济大学数学系 編, 高等数学上册. 第七版. 高等教育出版社, 2014.

[9] 同济大学数学系 編, 高等数学上册. 人民邮电出版社, 2016.

[10] 同济大学数学系 編, 高等数学下册. 人民邮电出版社, 2017.

[11] 李逸. 基本分析讲义. 第 2.10 版. 东南大学数学学院, 2021.

173


	數列與單變數函數的極限
	確界原理
	數列極限的性質與計算
	函數極限的性質與計算
	重要準則與重要極限
	*無窮小與無窮大
	漸近線
	函數的連續性與間斷點
	向量函數的極限與連續

	單變數函數的導數及其應用
	導數的基本觀念與簡單函數的求導
	導數的運算法則
	高階導數
	隱函數求導法與參變函數的導數
	向量函數的導數
	切線與法平面
	近似計算與微分
	均值定理
	羅比達法則
	*泰勒均值定理
	函數的性態與曲線描繪
	*應用於物理學與幾何學中
	*方程的近似解

	單變數函數的積分 (未完成)
	積分的定義與基本性質
	導數的反運算——微積分基本定理與不定積分
	變數變換與分部積分法
	有理函數的積分法
	反常積分
	向量函數的積分
	定積分的應用 (未完成)
	數值積分

	參考資料

