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給定不可約多項式 f(x) ∈ Q[x], 設 K 為 f(x) 在體 Q 上的分裂體 (分裂域), 我們自然會關
心: 如何確定其伽羅瓦群 Gal(f) := Gal(K/Q)? 本文將在前半部證明一個由戴德金 (Dedekind)
提出的定理, 用以刻畫 Gal(f) 中的某些元素, 並藉此對 Gal(f) 的結構施加若干限制. 接著, 本文
將介紹一個由切博塔列夫 (Chebotarev) 提出的重要而引人注目的結果, 稱為切博塔列夫密度定理,
其刻畫了質數的分布情形.

1 伽羅瓦群上的戴德金定理

定理 1.1 (戴德金) 設 f(x) ∈ Z[x] 為不可約首一多項式, 對於一切不整除判別式 disc(f) 的質
數 p, 在 (Z/pZ)[x] 中將 f(x) 分解成若干個不可約多項式 fi(x) 之積, 即 f(x) = f1(x) · · · fk(x).
又設 deg fi = di, 則 Gal(f) 中含對 f(x) 的根的 (d1, . . . , dk)-輪換.

為簡單起見, 稱 p「給出」(d1, . . . , dk)-輪換, 及 Gal(f) 含 (d1, . . . , dk)-輪換.
上述定理可由代數數論一語道破. 基本上, p ∤ disc(f) 意味著 p 在 K 中不分歧, 而我們所要尋

找的元素正是 p 所對應的阿廷 (Artin) 共軛類中的一個 (任何) 元素 (見註記 1.2). 以下將提供具
體說明.

證明 設 α 為 f(x) 在 K 中的任一根, E := Q(α). 因 p ∤ disc(f), 故 p ∤ disc(E), 從而 p 在 E

中不分歧. 又因為 K 是將 α 的所有共軛元 (即 f(x) 的所有根) 加入 Q 所得的體擴張, 所以 p 在
K 中同樣不分歧.
取 K 中位於 p 之上的質理想 P , 因為 P/p 不分歧, 所以分解群 D(P/p) 同構於 Z/pZ 上之

剩餘體擴張 OK/P 的伽羅瓦群. 後者是由符羅貝尼烏斯自同構 σp 所生成的循環群, 其中 σp 將
OK/p 的元素映至其 p 次冪. 設 ϕ := ϕ(P/p) 為 D(P/p) ⊆ Gal(K/Q) 中與 σp 相應的元素, 其
為 D(P/p) 中唯一滿足「對於所有 α ∈ OK , ϕ(α) ≡ αp (mod P )」的元素 (換言之, 在 OK/P

中, 有 ϕ(α) = αp). 斷言: ϕ 給出所求的輪換.
於 (Z/pZ)[x] 中, 將 f(x) 分解成不可約因子之積 f1(x) · · · fk(x), 其中 deg fi = di. 由於

p ∤ disc(f), f(x) 的所有根在取模 P 運算之下相異. 現, 對每個 i = 1, . . . , k, 取 fi(x) 的一根 αi,
注意到符羅貝尼烏斯自同構 σp 生成 αi 的所有共軛元, 亦即, fi(x) 的根由

{αi, αi
p, . . . , αi

pdi−1} = {αi, ϕ(αi), . . . , ϕdi−1(αi)}
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給出, 且有
αi

pdi = ϕdi(αi) = αi.

回到原本的 f(x) 來看, 這表示元素 ϕ 在 f(x) 那些「對應到 fi(x) 之根」的根上的作用如同一個
di-輪換, 證畢.

註記 1.2 因為對於 K 中位於 p 之上的不同質理想 P , 各 ϕ(P/p) 在共軛意義之下相等, 所以這
些元素實際上在 Gal(f) 的同一個共軛類中, 稱其為 p 的阿廷共軛類. 特別地, 它們有同型的輪換.
因此, 輪換的形式與 p 上的 P 的選取無關, 這表示「p (而非 P/p) 給出 (d1, . . . , dk)-輪換」這個
說法是合理的.

在計算一些例子之前, 先來回顧如何判斷四次伽羅瓦群. 設 f(x) ∈ Q[x] 為 4 次不可約多項式,
R3(f) 為 f 的三次預解式, 則有

disc(f) R3(f) Gal(f)
= Q 的平方數 不可約 A4

= Q 的平方數 可約 Z/2Z× Z/2Z
̸= Q 的平方數 不可約 S4

̸= Q 的平方數 可約 D4 或 Z/4Z

另外, 區分 D4 和 Z/4Z 稍微有點專業壁壘高築, 且證明有點百轉千回. (關於這個主題的完整介紹,
請參見 [Con].)

例 1.3 考慮不可約多項式 f(x) = x4 + x − 1, 易知 disc(f) = −283 不是 Q 中的平方數, 故
Gal(f) = S4, D4, 或 Z/4Z. 而且, f 的三次預解式為 R3(f) = x3 + 4x− 1, 顯然不可約, 因此可
推得 Gal(f) = S4.
我們亦可使用定理 1.1 而不計算三次預解式. 注意到 f 的判別式 (幸好) 是質數, 所以可取若

干個小質數 p 並考察 f(x) 在 (Z/pZ)[x] 中的因式分解. 再一次地, 由於 disc(f) = −283 不是 Q
中的平方數, 因此 Gal(f) = S4, D4, 或 Z/4Z.

• p = 2, 此時在 (Z/2Z)[x] 中有 f(x) = x4 + x + 1, 故 Gal(f) 含 (4)-輪換, 但這一點幫助
都沒有, 因為餘下三種可能性含此種元素.

• p = 3, 此時在 (Z/3Z)[x] 中有 f(x) = x4 + x+ 2, 但亦無結論.

• p = 5, 此時在 (Z/5Z)[x] 中有 f(x) = x4 + x+ 4, 但亦無結論.

• p = 7, 此時在 (Z/7Z)[x] 中分解 f(x) = x4+x+6 得 f(x) = (x+3)(x3+4x2+2x+2),
故 Gal(f) 含 (1, 3)-輪換, 於是 D4 和 Z/4Z 便不可能發生.

因此, 可得 Gal(f) = S4.

例 1.4 考慮不可約多項式 f(x) = x4 − 2x2 + 7. 注意到 disc(f) = 210 · 32 · 7 不是 Q 中的平
方數, 故 Gal(f) = S4, D4 或 Z/4Z. 另外, f 的三次預解式 R3(f) = x3 + 2x2 − 28x − 56 =

(x+ 2)(x2 − 28) 是可約多項式, 因此 Gal(f) = D4 或 Z/4Z.
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應用定理 1.1, 僅能考慮不整除 disc(f) 的質數, 故從 p = 5 開始. 因為在 (Z/5Z)[x] 中,
有 f(x) = (x + 2)(x + 3)(x2 + 2), 所以 Gal(f) 含有 (1, 1, 2)-輪換, 其排除了 Z/4Z, 從而
Gal(f) = D4.

例 1.5 考慮五次多項式 f(x) = x5 − x− 1, 不難看出 f 不可約, 且其判別式 disc(f) = 19 · 151.
首先, 因為正在考慮的是五次多項式, 所以必有 5 | #(Gal(f)). 又由該伽羅瓦群可嵌入 S5, 可知
#(Gal(f)) | 5! = 120.
接著, 取 p = 2 ∤ disc(f), 那麼在 (Z/2Z)[x] 中, 有 f(x) = (x2 + x+ 1)(x3 + x2 + 1), 於是

Gal(f) 含 (2, 3)-輪換. 特別地, Gal(f) 含 6 階的元素, 從而 6 | #(Gal(f)). 連同先前的觀察, 必
可推得 #(Gal(f)) = 30, 60, 120.
注意到不可能是 30, 因為 S5 沒有 30 階子群 (為什麼?). 又 disc(f) 在 Q 中不是平方數, 故

Gal(f) 不包含於 A5 中. 特別地, #(Gal(f)) ̸= 60, 因此 Gal(f) = S5.

例 1.6 最後, 考慮四次不可約多項式 f(x) = x4 + 5x+ 5, 其判別式為 disc(f) = 53 · 112. 類似
於例 1.4 的過程可得 Gal(f) = D4 或 Z/4Z. 接著嘗試應用定理 1.1, 經過若干次嘗試與錯誤後,
發現使用小質數根本推不出任何有用的結論, 這也許令你不禁納悶, 是否有「有幫助」的質數存在.
事實上, 答案是否定的. 更進一步的分析 (見 [Con]) 可得 Gal(f) = Z/4Z, 所以無論如何試了

多少質數, 都只能得到 (4), (2, 2) 及 (1, 1, 1, 1) 型的輪換, 但 D4 亦含這三型的輪換, 因此不可能用
先前的策略排除 D4.

從例 1.6 中, 自然會有一個疑問誕生: 什麼樣的質數會給出特定型的輪換. 或者退而求其次, 有
多少個質數給出特定型的輪換. 後者可從切博塔列夫密度定理得到答案, 其關心那些不分歧的質數
的「分布行為」, 這在某種意義上可能能幫助求 Gal(f).

2 切博塔列夫密度定理

先來透過例 1.3 和例 1.4 作一些數值上的觀察. 找出首 10,000 個不整除 disc(f) 的質數, 得出特
定型的輪換的質數個數, 如表 1.

f(x) Gal(f) (4) (1, 3) (2, 2) (1, 1, 2) (1, 1, 1, 1)

x4 + x− 1 S4 2496 3322 1244 2545 393

x4 − 2x2 + 7 D4 2520 0 3738 2508 1234

表 1

注意到各質數個數與 10,000 的比非常接近表 2. 事實上, 這些分布的結果以 Gal(f) 中的共軛類的
「大小」測量. 具體來說有如下定理.

定理 2.1 (切博塔列夫密度定理) 設 L/K 為有限伽羅瓦數體擴張, 伽羅瓦群為 G, C ⊆ G 為
共軛類, MC 為 K 滿足如下條件的質理想 p 的全體: p 在 L 中不分歧, 且存在位於 p 上的 L 的質
理想 P 使得符羅貝尼烏斯自同構 ϕ(P/p) ∈ C. 那麼, MC 有 (自然) 密度 #(C)/#(G). 換言之,

lim
n→+∞

#{p ∈ MC : Np ≤ n}
#{p : Np ≤ n}

=
#(C)

#(G)
.
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f(x) Gal(f) (4) (1, 3) (2, 2) (1, 1, 2) (1, 1, 1, 1)

x4 + x− 1 S4 1/4 1/3 1/8 1/4 1/24

x4 − 2x2 + 7 D4 1/4 0 3/8 1/4 1/8

表 2

現將切博塔列夫密度定理應用於戴德金定理的設定上. 設有共軛類 C ⊆ Gal(f), 其含
(d1, . . . , dk)-輪換, 則由定理 1.1 的證明, 可知 p 給出該型的輪換的充要條件為在 p 上存在質理想
P 使得 ϕ(P/p) ∈ C. 又依定義, 這也等價於 p ∈ MC , 故問有多少質數給出特定型的輪換, 等價於
問集合 MC「多大」, 而後者由定理 2.1 即得答案, 這也解釋了我們的數值資料.
在表 1 及表 2 中, 設 f(x) = x4 + x− 1, Gal(f) = S4, 並考慮含 (4)-輪換的共軛類 C. 不難

看出 #(C) = 6, 故依定理 2.1, 給出 (4)-輪換的質理想的密度為 #(C)/#(G) = 6/24 = 1/4, 這
與我們的數值實驗相吻合.
另一方面, 設 f(x) = x4 − 2x2 + 7, Gal(f) = D4. 注意到不整除 disc(f) 的首 10,000 個質

數都沒有給出 (1, 3)-輪換, 這現象可謂不負眾望, 因為 D4 不含有 (1, 3)-輪換.
基於數值資料, 也可猜測相應的伽羅瓦群. 在例 1.6 中已看出戴德金定理對於多項式 f(x) =

x4 + 5x+ 5 無法直接應用, 但仍可做類似的計算得下表:

f(x) Gal(f) (4) (1, 3) (2, 2) (1, 1, 2) (1, 1, 1, 1)

x4 + 5x+ 5 ? 5025 0 2492 0 2483

由於 disc(f) = 53 · 112 不是 Q 中的平方數, 因此 Gal(f) = S4, D4, 或 Z/4Z. 更有甚者,
(1, 1, 1, 1)-輪換 (其對應只含有單位元的共軛類) 出現頻率為 2483/10000 ≈ 1/4, 且由定理 2.1 可
知該數應接近 1/#(G), 故可猜測 #(G) = 4 及 G = Z/4Z, 而確實是這樣. (不過當然, 這不是證
明.)
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