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在本文中, 我們探討線性代數與體論 (域論) 中兩種「極小多項式」概念之間的關聯, 並進一步
藉此探討有限體擴張 (域擴張) 下的範數及跡.

1 特徵多項式與極小多項式

讓我們先回顧在線性代數及體論中極小多項式的概念.

定義 1.1 (1) (線性代數) 設 T 為有限維 F -線性空間上的線性算子, 稱使得 p(T ) = T0 為零算
子的 (正) 次數最低的首一多項式 p(x) ∈ F [x] 為 T 的極小多項式.

(2) (體論) 設 E/F 為體擴張, α ∈ E 為 F 上的代數元, 稱 F [x] 中唯一具有根 α 之不可約的
首一多項式 IrrF (α) 為 α 在 F 上的極小多項式 (或不可約多項式).

此外, 值得注意的是: 凡是滿足 g(T ) = T0 的多項式 g(x) ∈ F [x], 必定可被 p(x) 整除; 同樣
地, 凡是滿足 g(α) = 0 的多項式 g(x) ∈ F [x] 也必定可被 IrrF (α) 整除. 由於這兩種極小多項式
在性質上具有明顯的相似之處, 我們自然會預期它們之間存在某種內在的關聯, 這一點將在以下命
題中呈現.

命題 1.2 設 E/F 為有限體擴張, 對每個 α ∈ E, 考慮 F -線性映射 Tα : E → E, Tα(v) := α · v
(v ∈ E).

(1) Tα 的極小多項式等於 α 在 F 上的極小多項式 IrrF (α).
(2) Tα 的特徵多項式 f 等於 IrrF (α)[E:F (α)].

證明 (1) 記 IrrF (α)(x) = xn + cn−1x
n−1 + · · ·+ c0 ∈ F [x]. 注意到, 對所有 v ∈ E,

IrrF (α)(Tα)(v) = (Tn
α + cn−1T

n−1
α + · · ·+ c0 idE)(v)

= αnv + cn−1α
n−1v + · · ·+ c0v

= (αn + cn−1α
n−1 + · · ·+ c0) · v = 0,

故 IrrF (α)(Tα) 是 E 上的零算子, 因此 p(x) | IrrF (α)(x).
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另一方面, 記 p(x) = xm + dm−1x
m−1 + · · · + d0 ∈ F [x], 則 p(Tα) 是 E 上的零算子. 特別

地,

0 = p(Tα)(1)

= (Tm
α + dm−1T

m−1
α + · · ·+ d0 idE)(1)

= αm + dm−1α
m−1 + · · ·+ d0

= p(α),

故 α 是 p(x) 的一根, 因此 IrrF (α)(x) | p(x).
由於 p(x) 和 IrrF (α)(x) 均為首一多項式, 故可推得 p(x) = IrrF (α)(x).
(2) 考慮體擴張塔 F ⊆ F (α) ⊆ E, 設

{
1, α, . . . , αn−1

}
為 F (α) 的標準 F -基, {β1, . . . , βk}

為 E 的任一組 F (α)-基, 則可很直接地驗證

{β1, αβ1, . . . , αn−1β1, β2, αβ2, . . . , α
n−1β2, . . . , βk, αβk, . . . , α

n−1βk}

是 E 在 F 上的有序基. 令 IrrF (α)(x) = xn + cn−1x
n−1 + · · ·+ c0 ∈ F [x], 則由

αn + cn−1α
n−1 + · · ·+ c0 = 0,

可看出線性算子 Tα : E → E, v 7→ α · v 關於該有序基的矩陣表示式為


A

A
. . .

A


︸ ︷︷ ︸

k 個 A

, 其中 A =


−c0

1 −c1

1 −c2
. . . ...

1 −cn−1


n×n

.

因此 Tα 的特徵多項式為 f(x) = det(xIn −A)k. 由常見的習題 (見 [FIS19, Exercise 4.3.24]) 可
證明

det(xIn −A) = xn + cn−1x
n−1 + · · ·+ c0 = IrrF (α)(x),

於是 f(x) = IrrF (α)(x)k = IrrF (α)(x)[E:F (α)].

2 範數與跡

我們先回顧體論中範數和跡的定義.

定義 2.1 設 E/F 為有限體擴張,對於每個 α ∈ E,考慮 F -線性算子 Tα : E → E, Tα(v) := α·v
(v ∈ E), 並分別定義 α 的範數 NrE/F (α) 和跡 TrE/F (α) 為 Tα 的行列式和跡, 即

NrE/F (α) := det(Tα) 及 TrE/F (α) := tr(Tα).
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命題 2.2 設 E/F 為次數為 n 的有限擴張, 對所有 α ∈ E, 設 IrrF (α)(x) = xm+ cm−1x
m−1+

· · ·+ c0 為其極小多項式, 則

NrE/F (α) = (−1)nc
n/m
0 且 TrE/F (α) = − n

m
cm−1.

證明 線性代數中有常見的習題 (見 [FIS19, Exercise 5.1.20 及 21]) 要我們證明 Tα 的特徵多項
式 f(x) 的常數項 (相應地, xn−1 的係數) 為 (−1)n det(Tα) (相應地, − tr(Tα)). 依命題 1.2, 有

f(x) = IrrF (α)(x)n/m

= (xm + cm−1x
m−1 + · · ·+ c0)

n/m

= xn +
n

m
cm−1x

n−1 + · · ·+ c
n/m
0 .

於是, 有
c
n/m
0 = (−1)n det(Tα) = (−1)n NrE/F (α)

及
n

m
cm−1 = − tr(Tα) = −TrE/F (α).
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