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本文將舉一些例子來說明如何單靠解不等式的技巧來進行累次積分積分換序的操作, 並且在某些例子中
順道附上大家常見的「畫圖換序法」來「驗證」此方法的可行性. 我們先從簡單的二重積分開始, 再來挑戰
三重積分. 本文所寫下的內容只為了清楚表達自己的想法, 一般上在正式的過程中不必如此長篇大論. 本文
中, 一律假設函數 f(不論作為雙變數函數還是三變數函數) 均滿足傅比尼定理的使用條件.

基本操作 步驟一: 先確認各變數所能涵蓋的「最大」範圍. 注意, 由於可能受到邊界形狀的限制, 各變數
不一定能「同時」取得這裡所謂的最大範圍的邊界. 方法大致為: 各邊界的方程式任取兩條方程湊成一組方
程組, 並解之, 所有可能組合都要考慮到.
步驟二: 確定積分順序, 比如說先對 x 積分, 再對 y 積分, 最後再對 z 積分.
步驟三: 最後一個積分變數 (z) 的範圍即為步驟一中所確定的最大範圍, 此時將 z 固定為該範圍內任

意一數 z.
步驟四: 確定最後第二個積分變數 (y) 與定數 z 所滿足的不等關係. 注意此時我們要的 y 的積分範圍

不能與其他變數 (如 x) 有關. 固定 y = y.
步驟五: 依此類推, 對於下一個積分變數, 重複如上一個步驟的操作, 並且秉持著「只能與之前步驟所

固定下來的變數有關係」的原則, 寫出其與該些變數有關的不等式, 直到最後一個變數 (x).

例 1 將重積分
∫∫

D f(x, y) d(x, y) 寫成累次積分的形式, 其中 D 是由直線 y = 1､x = −1 及 y = x 所
圍成的閉區域.

解 步驟一: 先確認各變數所能涵蓋的最大範圍. 解各不等式組:y = x,

x = −1,
=⇒

x = −1,

y = −1;

y = x,

y = 1,
=⇒

x = 1,

y = 1;

x = −1,

y = 1.

故得最大可能範圍為

−1 ≤ x ≤ 1,

−1 ≤ y ≤ 1.

步驟二: 確定積分次序, 我們先考慮「先 y 再 x」, 過後再試試反過來的次序.
步驟三: 固定 x = x ∈ [−1, 1], 要確定 y 的範圍. 首先, D 的邊界中, 只有 y = x 和 y = 1 與 y 有關,

此時需要確定不等式 __ ≤ y ≤ __ 中的上下限各應對應哪條邊界線. 因為

−1 ≤ x ≤ 1,

−1 ≤ y ≤ 1,
即 y 一定

會不超過 1, 而固定的 x 嚴格小於 1, 所以在固定了 x ∈ [−1, 1] 之後, 對於 y 的邊界 y = x 及 y = 1, 顯
然有 x ≤ y ≤ 1 作為 y 的「嚴格」範圍.
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步驟四: 由上述步驟, 有 −1 ≤ x ≤ 1,

x ≤ y ≤ 1,

故可將重積分寫成累次積分 ∫∫
D
f(x, y) d(x, y) =

∫ 1

−1

∫ 1

x
f(x, y) dydx.

註記 如果「先 x 再 y」, 並且使用上述操作的話, 會有−1 ≤ x ≤ y,

−1 ≤ y ≤ 1,

由此可寫出相應的累次積分. 但如果已經有了
∫ 1
−1

∫ 1
x f(x, y) dydx, 那麼我們可以由此直接得到連鎖不等

式
−1 ≤ x ≤ y ≤ 1.

從上述連鎖不等式中, 可以直接看出 y 的「嚴格」範圍及 x 的「最大」範圍, 由此交換累次積分的積分次
序: ∫ 1

−1

∫ 1

x
f(x, y) dydx =

∫ 1

−1

∫ y

−1
f(x, y) dxdy.

以下附上大家最熟悉的圖:

x

y

−1

1

−1

1

y = x

例 2 將重積分
∫∫

D f(x, y) d(x, y) 寫成累次積分的形式, 其中 D 是由拋物線 y = x2 和直線 y = x+ 2

所圍成的區域.

解 先確認各變數所能涵蓋的最大範圍. 解不等式:y = x2,

y = x+ 2,
=⇒

x2 − x− 2 = 0,

y = x2,
=⇒

x = −1,

y = 2,
或

x = 2,

y = 4.

當 −1 ≤ x ≤ 2 時, 由 y = x2 得 0 ≤ y ≤ 4, 由 y = x+ 2 得 1 ≤ y ≤ 4. 於是, 最大可能範圍為−1 ≤ x ≤ 2,

0 ≤ y ≤ 4.
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• 考慮「先 x 後 y」之積分順序. 固定 y ∈ [0, 4], 當我們想要在不等式「__ ≤ x ≤ __」中填入上､
下界時, 發現有三條邊界限制 x:

x = y − 2, x =
√
y, x = −√

y.

稍作簡單又快速的分析: 當 0 ≤ y ≤ 4 時, −√
y 恆非正, 而 x = y − 2 有正有負, 而 √

y 恆正.
因為 √

y − (y − 2) = (2−√
y)︸ ︷︷ ︸

≥2−
√
4=0

(1 +
√
y)︸ ︷︷ ︸

≥1+
√
0>0

≥ 0, 所以 √
y ≥ y − 2. 另一方面, 恆有 √

y ≥ −√
y.

於是,
max{−√

y, y − 2} ≤ x ≤ √
y.

令 −√
y = y − 2, 容易解得 y = 1, 於是

◦ 當 0 ≤ y ≤ 1 時, y − 2 ≤ −√
y ≤ x ≤ √

y;

◦ 當 1 ≤ y ≤ 4 時, −√
y ≤ y − 2 ≤ x ≤ √

y.

因此, ∫∫
D
f(x, y) d(x, y) =

∫ 1

0

∫ √
y

−√
y
f(x, y) dxdy +

∫ 4

1

∫ √
y

y−2
f(x, y) dxdy.

• 考慮「先 y 後 x」之積分順序. 固定 x ∈ [−1, 2], 欲在不等式「__ ≤ y ≤ __」中填入上､下
界. 注意到

x+ 2− x2 = (2− x)︸ ︷︷ ︸
≥2−2=0

· (1 + x)︸ ︷︷ ︸
≥1+(−1)=0

≥ 0,

所以當 −1 ≤ x ≤ 2 時, 恆有 x+ 2 ≥ x2. 因此 x2 ≤ y ≤ x+ 2, 從而∫∫
D
f(x, y) d(x, y) =

∫ 2

−1

∫ x+2

x2

f(x, y) dydx.

註記 如果我們先有「先 x 後 y」之積分順序, 想要直接由此交換積分順序, 其實一點都不難! 從目前有的
資訊求出 y 的最大可能範圍, 以及 x 的所有嚴格限制, 操作如下:

−1 ≤ x ≤ 2,

x2 ≤ y ≤ x+ 2,
=⇒


−1 ≤ x ≤ 2,

y ≤ x+ 2 ≤ 4,

0 ≤ x2 ≤ y,

=⇒


−1 ≤ x ≤ 2,

0 ≤ y ≤ 4,

x ≥ y − 2,

−√
y ≤ x ≤ √

y,

=⇒

0 ≤ y ≤ 4,

max{−√
y, y − 2} ≤ x ≤ √

y.

接著只需要劃分區間討論 −√
y 和 y − 2 的大小關係便可. 大家若使用傳統的畫圖法, 便會得到以下圖形:
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x

y

−1

1

2

(2, 4)
4

y = x2

y = x+ 2

接下來考慮可能需要變數變換的例子.

例 3 設 D 是由圓弧 x2 + y2 = 2 (x ≥ 1, y ≥ 0)､直線 x = 1 及 x 軸圍成的區域, 計算重積分∫∫
D

d(x, y)
(x2 + y2 + 1)3/2

.

解 首先, 作變數變換 x = r cos θ,
y = r sin θ

(r ≥ 0).

現把各邊界的方程求出:

• x2 + y2 = 2 =⇒ r2 = 2 =⇒ r =
√
2;

• x = 1 =⇒ r cos θ = 1 =⇒ r = sec θ;

• y = 0 =⇒ r sin θ = 0 =⇒ sin θ = 0, 由 x ≥ 1, 知可取 θ = 0.

接著, 例行求各組邊界的交點:r =
√
2,

r = sec θ,
=⇒

r =
√
2,

cos θ = 1√
2
,

=⇒

r =
√
2,

θ = π
4 (因 y ≥ 0);r =

√
2,

θ = 0;

r = sec θ,
θ = 0,

=⇒

r = 1,

θ = 0.

由此, 可得「最大」範圍為 1 ≤ r ≤
√
2,

0 ≤ θ ≤ π
4 .

接下來要決定積分順序, 但一般上極座標系下的重積分都是採「先 r 再 θ」, 所以不必煩惱. 固定
θ ∈

[
0, π4

]
, 現要找 r 的「嚴格」範圍. 由於 r 的邊界只有 r =

√
2 及 r = sec θ, 因此只需在 0 ≤ θ ≤ π

4

之範圍下確定它們的大小關係即可. 不難看出

0 ≤ θ ≤ π

4
=⇒ cos π

4
≤ cos θ ≤ cos 0 =⇒ 1 ≤ sec θ ≤

√
2,
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故 0 ≤ θ ≤ π
4 ,

sec θ ≤ r ≤
√
2.

記 D 在變數變換後的像為 S, 故所求積分為∫∫
D

d(x, y)
(x2 + y2 + 1)3/2

=

∫∫
S

rd(r, θ)
(r2 + 1)3/2

=

∫ π
4

0

∫ √
2

sec θ

r

(r2 + 1)3/2
drdθ =

2−
√
3

12
π.

以下附上大家最喜歡的圖, 看看上述推論有沒有和由作圖法得到的積分範圍一致:

x

y

θ = π
4

√
2

1

接下來要開始上強度了.

例 4 計算
∫∫

D |cos(x+ y)| d(x, y), 其中 D 由 y = x, y = 0, x = π
2 所圍成.

這題雖然區域不複雜, 但特別之處在於, 即使寫出累次積分了, 也會因為被積函數是分段函數 (含絕對
值) 而無法直接計算, 必須要拆掉絕對值才有辦法計算.

解 根據之前的經驗,可以快速得到各變數的「最大」範圍為 0 ≤ x ≤ π
2 , 0 ≤ y ≤ π

2 . 於是, 0 ≤ x+y ≤ π

(確認一下, 因為有邊界點 (π2 ,
π
2 ), 所以這個範圍邊界當然一定取得到). 又

cos(x+ y)


> 0, 0 ≤ x+ y < π

2 ;

= 0, x+ y = π
2 ;

< 0, π
2 < x+ y ≤ π,

故 x+ y = π
2 即為用來拆絕對值的分界線. 現在可將 D 分成不重疊1的兩個區域 D1, D2, 其中它們的「邊

界」2如下:

D1 :


y = x,

y = 0,

x = π
2 ,

x+ y = π
2

(
x+ y ≤ π

2

)
;

D2 :


y = x,

y = 0,

x = π
2 ,

x+ y = π
2

(
x+ y ≥ π

2

)
.

現在來一如既往地求各「邊界」的交點. 考察 D1, 形式上會解得四個交點:

(0, 0),
(π
2
,
π

2

)
,
(π
2
, 0
)
,
(π
4
,
π

4

)
. (1)

1所謂兩集合不重疊是指它們的開核 (interior; 又稱內部､內域) 相離. 此處 D1 和 D2 的開核確實相離, 但邊界相交.
2此處是為方便起見, 才使用左大括號來表示區域的所有邊界及條件, 實際上這是在符號濫用.
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而對於 D1 來說, 我們要求 x + y ≤ π
2 , 所以

(
π
2 ,

π
2

)
不會是 D1 要考慮的點. 於是在這 D1 中, 各變數的

「最大」範圍為 0 ≤ x ≤ π
2 ,

0 ≤ y ≤ π
4 .

現在要寫出 D1 上的積分範圍. 固定 y ∈
[
0, π4

]
, 注意到 x 受到如下「邊界條件」限制:

x = y, x =
π

2
, x ≤ π

2
− y,

於是稍微比較一下各邊界的序關係, 可得 y ≤ x ≤ π
2 − y,

0 ≤ y ≤ π
4 .

考察 D2, 形式上也會求得 (1) 四個交點. 而對於 D2 來說, 我們要求 x + y ≥ π
2 , 所以 (0, 0) 不會是

D2 要考慮的點. 於是在 D2 中, 各變數的「最大」範圍為0 ≤ x ≤ π
4 ,

0 ≤ y ≤ π
2 .

現在來寫出 D2 上的積分範圍. 固定 x ∈
[
π
4 ,

π
2

]
, 注意到 y 受到如下「邊界條件」限制:

x = y, x =
π

2
, x ≥ π

2
− y,

於是稍微比較一下各邊界的序關係, 可得 π
4 ≤ x ≤ π

2 ,

π
2 − x ≤ y ≤ x.

現在可以來寫出累次積分並計算了:∫∫
D
|cos(x+ y)| d(x, y) =

∫∫
D1

|cos(x+ y)| d(x, y) +
∫∫

D2

|cos(x+ y)| d(x, y)

=

∫ π
4

0

∫ π
2
−y

y
cos(x+ y) dxdy +

∫ π
2

π
4

∫ x

π
2
−x

(− cos(x+ y)) dydx

=
π

2
− 1.

非常鼓勵讀者模仿上述論證手法自行嘗試寫出「D1 中先 y 再 x」以及「D2 中先 x 再 y」的積分範圍
ㄛ! 下面我們要來嘗試由上述結果練習直接交換積分次序的操作.
對於 D1, 有y ≤ x ≤ π

2 − y,

0 ≤ y ≤ π
4 ,

=⇒

0 ≤ y ≤ x ≤ π
2 − y ≤ π

2 ,

0 ≤ y ≤ π
4 ,

=⇒


0 ≤ x ≤ π

2 ,

0 ≤ y ≤ x,

y ≤ π
2 − x,

=⇒

0 ≤ x ≤ π
2 ,

0 ≤ y ≤ min
{
x, π2 − x

}
,

=⇒

0 ≤ x ≤ π
4 ,

0 ≤ y ≤ x,
或

π
4 ≤ x ≤ π

2 ,

0 ≤ y ≤ π
2 − x,
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所以 ∫ π
4

0

∫ π
2
−y

y
cos(x+ y) dxdy =

∫ π
4

0

∫ x

0
cos(x+ y) dydx+

∫ π
2

π
4

∫ π
2
−x

0
cos(x+ y) dydx.

對於 D2 也可用類似的方法討論. 以下給出作圖法會用到的圖以供對照:

x

y

π
4

π
4

π
2

π
2

0

y = x

x+ y = π
2

D1

D2

例 5 設平面區域 D 由曲線
(
x2 + y2

)2
= x2 − y2 (x ≥ 0, y ≥ 0) 與 x 軸圍成, 計算重積分∫∫

D xy d(x, y).

解 這種題目很明顯, 不論是直接畫圖還是想要直接討論各變數的最大範圍, 都令人難以招架. 根據該曲線
的形式, 很自然會想到採極座標代換, 故令 x = r cos θ, y = r sin θ, r ≥ 0, 並記 D 在變數變換後的像集為
S.3 現寫出 S 的「邊界」4:

(
r2
)2

= r2 cos2 θ − r2 sin2 θ,

r cos θ ≥ 0,

r sin θ ≥ 0,

r sin θ = 0 (x 軸),

=⇒


r2 = cos 2θ,
0 ≤ θ ≤ π

2 ,

sin θ = 0,

=⇒


r2 = cos 2θ,
0 ≤ θ ≤ π

2 ,

θ = 0.

由 cos 2θ = r2 ≥ 0 得 0 ≤ θ ≤ π
4 , 故實際上 θ 的最大範圍應為 0 ≤ θ ≤ π

4 . 又顯然有 0 ≤ r ≤
√

cos 2θ,
因此 ∫∫

D
xy d(x, y) =

∫∫
S
r cos θ · r sin θ · r d(r, θ) =

∫∫
S
r3 sin θ cos θ d(r, θ)

=

∫ π
4

0

∫ √
cos 2θ

0
r3 sin θ cos θ drdθ =

1

48
.

要準備邁向三重積分了, 小朋友, 你準備好了嗎! 不過我們不會舉太多從題目給的邊界去解出範圍的例
子, 而主要著重在「已知一個累次積分並由此直接由此換序」的練習.

例 6 設 Ω 為由柱面 y = x2､平面 z = y､y = 4 以及 xy 平面所圍成的立體區域, 試將∫∫∫
Ω f(x, y, z) d(x, y, z) 寫成六種三次積分的形式.

解 由 y = x2 ≥ 0 及 y = 4 得知 Ω 中必有 0 ≤ y ≤ 4. 又 z = y 及 z = 0 (xy 平面) 這兩個條件告訴我
們 0 ≤ z ≤ y ≤ 4. 而 x2 = y ≤ 4 可解得 −2 ≤ x ≤ 2 (當然, 請自行確認或驗證各範圍的邊界點在 Ω 中

3從該曲線的極座標方程可容易看出, 其圖形為雙紐線.
4此處也是為方便起見, 才使用左大括號來表示區域的所有邊界及條件, 實際上這是在符號濫用.
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真的會達到). 因此, 有 

0 ≤ x2 ≤ y ≤ 4,

0 ≤ z ≤ y ≤ 4,

−2 ≤ x ≤ 2,

0 ≤ y ≤ 4,

0 ≤ z ≤ 4.

(其實此不等式組的前兩條連鎖不等式已蘊含了後三條, 但為了接下來討論能一目了然地看出各變數的最大
範圍, 所以才列出來.)

(1) 考慮積分順序「x → y → z」. 固定 z ∈ [0, 4], 則 z ≤ y ≤ 4 (記得「不能選取含未固定好的變數寫
在邊界」的原則, 所以此處不選 x2 ≤ y ≤ 4). 又由 x2 ≤ y 推得 −√

y ≤ x ≤ √
y. 因此,∫∫∫

Ω
f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫ 4

0

∫ 4

z

∫ √
y

−√
y
f(x, y, z) dxdydz.

(2) 考慮積分順序「x → z → y」. 固定 y ∈ [0, 4], 則 0 ≤ z ≤ y. 又由 x2 ≤ y 推得 −√
y ≤ x ≤ √

y.
因此 ∫∫∫

Ω
f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫ 4

0

∫ y

0

∫ √
y

−√
y
f(x, y, z) dxdzdy.

(3) 考慮積分順序「z → y → x」. 固定 x ∈ [−2, 2], 則 x2 ≤ y ≤ 4. 又有 0 ≤ z ≤ y, 因此∫∫∫
Ω
f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫ 2

−2

∫ 4

x2

∫ y

0
f(x, y, z) dzdydx.

(4) 考慮積分順序「z → x → y」. 固定 y ∈ [0, 4], 則由 0 ≤ x2 ≤ y 得 −√
y ≤ x ≤ √

y. 又
0 ≤ z ≤ y, 因此 ∫∫∫

Ω
f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫ 4

0

∫ √
y

−√
y

∫ y

0
f(x, y, z) dxdzdy.

(5) 考慮積分順序「y → z → x」. 固定 x ∈ [−2, 2], 再固定 z ∈ [0, 4]. 因為 max
{
x2, z

}
≤ y ≤ 4, 所

以需要討論 x 和 z 的大小關係. 由於 x 已固定, 所以 0 ≤ x2 ≤ 4, 即點 x2 將 z 的範圍 [0, 4] 劃分
成兩個部分. 當 x2 ≥ z(≥ 0) 時, x2 ≤ y ≤ 4; 當 x2 ≤ z(≤ 4) 時, z ≤ y ≤ 4. 因此,∫∫∫

Ω
f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫ 2

−2

∫ 4

0

∫ 4

max{x2,z}
f(x, y, z) dydzdx

=

∫ 2

−2

∫ x2

0

∫ 4

x2

f(x, y, z) dydzdx+

∫ 2

−2

∫ 4

x2

∫ 4

z
f(x, y, z) dydzdx.

(6) 考慮積分順序「y → x → z」. 固定 z ∈ [0, 4], 再固定 x ∈ [−2, 2]. 因為 max
{
x2, z

}
≤ y ≤ 4, 所

以需要討論 x 和 z 的大小關係. 由於 z 已固定, 所以 0 ≤ z ≤ 4, 即點
√
z 將 x 的範圍 [−2, 2] 劃分

成三個部分: [−2, 2] = [−2,−
√
z] ∪ [−

√
z,
√
z] ∪ [

√
z, 2].
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x 的範圍 −2 ≤ x ≤ −
√
z −

√
z ≤ x ≤

√
z

√
z ≤ x ≤ 2

x2 與 z 的比較 z ≤ x2 z ≥ x2 z ≤ x2

y 的嚴格範圍 x2 ≤ y ≤ 4 z ≤ y ≤ 4 x2 ≤ y ≤ 4

因此, ∫∫∫
Ω
f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫ 4

0

∫ 2

−2

∫ 4

max{x2,z}
f(x, y, z) dydxdz

=

∫ 4

0

∫ −
√
z

−2

∫ 4

x2

f dydxdz +
∫ 4

0

∫ √
z

−
√
z

∫ 4

z
f dydxdz +

∫ 4

0

∫ 2

√
z

∫ 4

x2

f dydxdz.

讀者不妨從其中任意一個積分順序結果用熟悉的作圖法推出其他積分順序的範圍來驗證是否與此結論吻合.
下圖為大家最喜歡的立體圖:

x y

z

y = 4

z = y

y = x2

來看看比較簡單一點的題目吧!

例 7 設 Ω 由平面 x = 0, y = 0, x = z, y = z 及 z = 1 圍成, 試將重積分
∫∫∫

Ω f(x, y, z) d(x, y, z) 化
為六個三次積分.

解 先來找到所有不等式:

• 從 x = z, z = 1, x = 0 這三條方程式可看出 0 ≤ x ≤ z ≤ 1.

• 從 y = 0, y = z, y = 1 這三條方程式可看出 0 ≤ y ≤ z ≤ 1.
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於是, 有如下的變數關係與最大範圍:
0 ≤ x ≤ z,

0 ≤ y ≤ z,

max{x, y} ≤ z ≤ 1,

及


0 ≤ x ≤ 1,

0 ≤ y ≤ 1,

0 ≤ z ≤ 1.

有了上述資訊, 不難寫出各個積分順序的累次積分:∫∫∫
Ω
f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫ 1

0

∫ z

0

∫ z

0
f(x, y, z) dxdydz

=

∫ 1

0

∫ z

0

∫ z

0
f(x, y, z) dydxdz

=

∫ 1

0

∫ 1

y

∫ z

0
f(x, y, z) dxdzdy

=

∫ 1

0

∫ 1

x

∫ z

0
f(x, y, z) dydzdx

=

∫ 1

0

∫ y

0

∫ 1

y
f(x, y, z) dzdxdy +

∫ 1

0

∫ 1

y

∫ 1

x
f(x, y, z) dzdxdy

=

∫ 1

0

∫ x

0

∫ 1

x
f(x, y, z) dzdydx+

∫ 1

0

∫ 1

x

∫ 1

y
f(x, y, z) dzdydx.

以下為本題立體圖, 相信沒什麼幫助:

x
y

z

z = 1

x = z
y = z

例 8 設 Ω 為由單葉雙曲面 x2 + y2 − z2 = 1 以及平面 z =
√
3､z = 0 所圍成的立體區域, 試將重積

分
∫∫∫

Ω f(x, y, z) d(x, y, z) 寫成在直角坐標系下之「先對 x､次對 y､最後對 z」以及在柱坐標系下
的三次積分.

解 (直角坐標系) 顯然有 0 ≤ z ≤
√
3. 另一方面, 不難看出 x2 + y2 的下界為 0, 上界受曲面

x2 + y2 = z2 + 1 限制, 故只要固定 z ∈
[
0,
√
3
]
, 並記 Ωz =

{
(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1 + z2

}
, 則可寫出

「先二重積分､後定積分」的累次積分:∫∫∫
Ω
f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫ √
3

0

∫∫
Ωz

f(x, y, z) d(x, y)dz.
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接下來要把內部的二重積分化為累次積分. 因為在 Ωz 中,

0 ≤ y2 ≤ 1 + z2 − x2 ≤ 1 + z2 =⇒ −
√
1 + z2 ≤ y ≤

√
1 + z2,

且對於 Ω 的邊界的一部分5 x2 + y2 = z2 + 1,

x = 0,

均有 y = ±
√
1 + z2, 所以 y 在 (截面) Ωz 中的最大範圍為 −

√
z2 + 1 ≤ y ≤

√
z2 + 1. 固定

y ∈
[
−
√
z2 + 1,

√
z2 + 1

]
, 不難求出 x 的範圍:

0 ≤ x2 ≤ z2 − y2 + 1 =⇒ −
√

z2 − y2 + 1 ≤ x ≤
√
z2 − y2 + 1.

因此, ∫∫
Ωz

f(x, y, z) d(x, y) =
∫ √

z2+1

−
√
z2+1

∫ √
z2−y2+1

−
√

z2−y2+1
f(x, y, z) dxdy,

從而 ∫∫∫
Ω
f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫ √
3

0

∫ √
z2+1

−
√
z2+1

∫ √
z2−y2+1

−
√

z2−y2+1
f(x, y, z) dxdydz.

解 (柱坐標系) 同上述討論, 有∫∫∫
Ω
f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫ √
3

0

∫∫
Ωz

f(x, y, z) d(x, y)dz,

其中 Ωz =
{
(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1 + z2

}
. 令

x = r cos θ, y = r sin θ, (0 ≤ r < +∞, 0 ≤ θ ≤ 2π),

則
0 ≤ x2 + y2 ≤ 1 + z2 ⇐⇒ 0 ≤ r2 ≤ 1 + z2,

由此可得 r 在固定了 z 後的最大範圍為 0 ≤ r ≤
√
1 + z2. 另一方面, Ω 對 θ 沒有限制, 並且

(r, θ) ∈
(
0,
√
1 + z2

]
× [0, 2π) 與 (x, y) = (r cos θ, r sin θ) 之間有一一對應關係, 所以 θ 的最大範圍為

0 ≤ θ ≤ 2π.6 因此, 若記 Dz 在極座標 (柱坐標) 變換之下的像集為 Sz, 則∫∫
Dz

f(x, y, z) d(x, y) =
∫∫

Sz

f(r cos θ, r sin θ, z) · r d(r, θ)

=

∫ √
z2+1

0

∫ 2π

0
f(r cos θ, r sin θ, z)r dθdr =

∫ 2π

0

∫ √
z2+1

0
f(r cos θ, r sin θ, z)r drdθ,

因此, ∫∫∫
Ω
f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫ √
3

0

∫ 2π

0

∫ √
z2+1

0
f(r cos θ, r sin θ, z)r drdθdz.

以下為本題示意圖:
5此為側面的某兩條經線.
6不難看出 r2 的上界 r2 = 1 + z2 是一個中心在原點､半徑為

√
1 + z2 的圓.
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x

yx2 + y2 = 1

z

z =
√
3

O

x2 + y2 − z2 = 1

例 9 將累次積分 ∫ 1

0

∫ √
1−x2

0

∫ √
x

0
f(x, y, z) dzdydx

寫成其他五種三次積分.

本題不等式法的解答直接略去文字說明, 讓大家看看如果不畫圖應該要怎麼寫下過程. 找出所有變數的
最大範圍及嚴格範圍的部分還很貼心地為你用顏色標註相關的不等式的來源, 要記得心存感激!

解 (不等式法) 
0 ≤ x ≤ 1,

0 ≤ y ≤
√
1− x2,

0 ≤ z ≤
√
x,

=⇒


0 ≤ x ≤ 1,

0 ≤ y ≤
√
1− x2 ≤ 1,

0 ≤ z ≤
√
x ≤ 1,

=⇒


0 ≤ z2 ≤ x ≤

√
1− y2 ≤ 1,

0 ≤ y ≤
√
1− x2 ≤

√
1− z4 ≤ 1,

0 ≤ z ≤
√
x ≤ 4

√
1− y2 ≤ 1.

因此,∫ 1

0

∫ √
1−x2

0

∫ √
x

0
f dzdydx =

∫ 1

0

∫ √
1−y2

0

∫ √
x

0
f dzdxdy =

∫ 1

0

∫ 4
√

1−y2

0

∫ √
1−y2

z2
f dxdzdy

=

∫ 1

0

∫ √
1−z4

0

∫ √
1−y2

z2
f dxdydz =

∫ 1

0

∫ √
x

0

∫ √
1−x2

0
f dydzdx =

∫ 1

0

∫ 1

z2

∫ √
1−x2

0
f dydxdz.

解 (作圖法)

先固定 x, 交換 y 和 z. 由於 y､z 的積分界限均為「常數」,
即積分區域為矩形, 如右圖. 因此可直接換序, 即∫ 1

0

∫ √
1−x2

0

∫ √
x

0
f dzdydx =

∫ 1

0

∫ √
x

0

∫ √
1−x2

0
f dydzdx. y

z

√
x

√
1− x2
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再來, 考慮「dydxdz」, 即固定 y, 交換 x 和 z, 作圖如右. 由
圖, 可得 z2 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1, 即∫ 1

0

∫ √
x

0

∫ √
1−x2

0
f dydzdx =

∫ 1

0

∫ 1

z2

∫ √
1−x2

0
f dydxdz. x

z

1

1

z=
√
x

x=z2

接著, 考慮「dxdydz」, 即固定 z, 交換 x 和 y, 作圖如右. 由
圖, 可得 0 ≤ y ≤

√
1− z4, z2 ≤ x ≤

√
1− y2, 即∫ 1

0

∫ 1

z2

∫ √
1−x2

0
f dydxdz =

∫ 1

0

∫ √
1−z4

0

∫ √
1−y2

z2
f dxdydz. x

y

1

√
1− z4

z2

y=
√
1−x2

x=
√

1−y2

跟著, 考慮「dxdzdy」, 即固定 x, 交換 y 和 z, 作圖如右. 由
圖, 可得 0 ≤ z ≤ 4

√
1− y2, 0 ≤ y ≤ 1, 即∫ 1

0

∫ √
1−z4

0

∫ √
1−y2

z2
f dxdydz =

∫ 1

0

∫ 4
√

1−y2

0

∫ √
1−y2

z2
f dxdzdy. y

z

1

1

y=
√
1−z4

z= 4
√

1−y2

最後, 考慮「dzdxdy」, 即固定 y, 交換 x 和 z, 作圖如右. 由
圖, 可得 0 ≤ z ≤

√
x, 0 ≤ x ≤

√
1− y2, 即∫ 1

0

∫ 4
√

1−y2

0

∫ √
1−y2

z2
f dxdzdy =

∫ 1

0

∫ √
1−y2

0

∫ √
x

0
f dzdxdy. x

z

√
1− y2

4
√

1− y2
z=

√
x

x=z2

看吧, 不等式法和作圖法得到的結論是一樣的 (當然必須會一樣)!

結語

看完以上例子後, 希望大家對不畫圖寫出積分界限或進行積分換序操作有初步的概念, 也鼓勵大家自己動手
試試看 (∂ · ∀·)∂
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