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探討特殊 ζ 值的理論向來是數學家們津津樂道的課題. 在古典理論中, 歐拉率先確立了黎曼 ζ

函數在正偶數點處的值. 他所給出的公式涵蓋了數個在數學上舉足輕重的量, 其中還包含了週期
2πi (超越數!). 另一方面, 函數體領域中關於黎曼 ζ 函數的研究, 則是由卡里茲 (Carlitz) 在 1930
年代首開先河. 他在 Fq(θ) (其中 θ 是變數) 上定義了黎曼 ζ 函數的類比, 並推導出其在正「偶數」
點處的值. 最令人拍案叫絕的是, 他的公式與歐拉給出的結果如出一轍, 竟有著異曲同工之妙.
本文旨在將這兩個公式並列探討, 同時引領在函數體領域初窺門徑的讀者, 親身體會古典數學與

函數體世界竟能如此神似. 事實上, 這兩項證明的核心思想更是不謀而合. 簡而言之, 兩者皆是巧妙
運用特定函數的兩種表達方式, 再輔以代數操作的推演, 最終水到渠成地得出目標結果.

1 古典理論

黎曼 ζ 函數為

ζ(s) =

+∞∑
n=1

1

ns
, (1)

其中 ℜ(s) > 1. 本節將證明以下定理, 其歸功於歐拉.

定理 1.1 (歐拉) 對於正偶數 n ∈ N, 有

ζ(n) = − Bn

2 · n!
(2πi)n,

其中 Bk ∈ Q 為白努利數, 其由如下式子給出:

t

et − 1
=

+∞∑
k=0

Bk
tk

k!
.

特別地, 由上述定理可知黎曼 ζ 函數將正偶數點映至超越數. 必須指出, 關於其在正奇數點處之
超越性的研究目前仍遙不可及.
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證明 在古典理論中, 可使用正弦函數的兩種表達式. 首先, 由無窮乘積的公式

sin(πz) = πz
+∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
,

兩邊取對數後再求導, 可得

π cot(πz) = π cos(πz)
sin(πz) =

1

z
+

+∞∑
n=1

− 2z
n2

1− z2

n2

=
1

z
+

+∞∑
n=1

(
1

n+ z
− 1

n− z

)
. (2)

另一方面, 由三角函數的指數表示式

cos(z) = eiz + e−iz

2
及 sin(z) = eiz − e−iz

2i
,

可得

cot(z) = i · e
iz + e−iz

eiz − e−iz
= i+

2i

e2iz − 1
,

從而
π cot(πz) = πi+

2πi

e2πiz − 1
. (3)

由 (2) 及 (3), 得

πi+
2πi

e2πiz − 1
=

1

z
+

+∞∑
n=1

(
1

n+ z
− 1

n− z

)
,

於是

πiz +
2πiz

e2πiz − 1
= 1 +

+∞∑
n=1

(
2πiz

2πin+ 2πiz
− 2πiz

2πin− 2πiz

)
.

令 t = 2πiz, 則
t

2
+

t

et − 1
= 1 +

+∞∑
n=1

(
t

2πin+ t
− t

2πin− t

)
.

根據定義, 等式左邊為

左式 =
t

2
+

+∞∑
k=0

Bk
tk

k!
,
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而等式右邊為

右式 = 1 +

+∞∑
n=1

t

2πin

(
1

1 + t
2πin

− 1

1− t
2πin

)

= 1 +

+∞∑
n=1

t

2πin

(
+∞∑
k=0

(
− t

2πin

)k

−
+∞∑
k=0

(
t

2πin

)k
)

= 1 +
+∞∑
n=1

−2t

2πin

(
+∞∑
k=0

(
t

2πin

)2k+1
)

= 1− 2

+∞∑
n=1

+∞∑
k=0

(
t

2πin

)2k+2

= 1− 2

+∞∑
k=0

(
+∞∑
n=1

1

(2πin)2k+2

)
t2k+2,

故有等式
t

2
+

+∞∑
k=0

Bk
tk

k!
= 1− 2

+∞∑
k=0

(
+∞∑
n=1

1

(2πin)2k+2

)
t2k+2. (4)

現, 對於正偶數 m, 比較等式兩邊 tm 的係數, 得

Bm

m!
= −2

+∞∑
n=1

1

(2πin)m
=

−2

(2πi)m

+∞∑
n=1

1

nm
=

−2

(2πi)m
· ζ(m),

因此,
ζ(m) = − Bm

2 ·m!
(2πi)m.

系理 1.2 由於 i ∈ C \ R 及 Bk ∈ Q, 因此對於 n ≥ 2,

ζ(n)

(2πi)n
∈ Q ⇐⇒ n 是偶數.

系理 1.3 比較式 (4) 中的其他項, 有 (甲) B0 = 1; (乙) B1 = −1/2; (丙) 對於大於 1 的奇數,
有 Bk = 0.

2 函數體領域

本節將專注探討函數體的情形, 其理論背景歸功於卡里茲在 [Car35] 中那引人入勝的研究. 設
A := Fq[θ] 為以 p > 0 為特徵之有限體 Fq 上的多項式環, A+ 為其含所有首一多項式的子集, 又
設 k := Fq(θ) 為 A 的分式體, k∞ 為 k 在無窮遠處的完備化 (其中固定其標準歸一化的 [非阿基
米德] 絕對值 | · |∞, 使得 |θ|∞ = q), 且 C∞ 為 k∞ 的某固定的代數閉包的完備化.
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根據定義, |a|∞ := qdegα = #(A/αA) (a ∈ A). 因 |n| = #(Z/nZ) (n ∈ Z), 故該絕對值可
視為通常的絕對值的類比. 同時, 不妨也將以下類比銘記於心:

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C
↕ ↕ ↕ ↕ ↕
A+ ⊂ A ⊂ k ⊂ k∞ ⊂ C∞

此時, 以式 (1) 的想法, 可定義在正整數點處的卡里茲 ζ 值.

定義 2.1 (卡里茲) 對於 n ∈ N, 令

ζA(n) :=
∑
a∈A+

1

an
.

由於一般項 |1/an|∞ = q−n deg a → 0 (deg a → +∞), 因此依非阿基米德性, 可知上述級數在
k∞ 中收斂. (若有需要, 可參見 [Pap23, 引理 2.7.1].)
定理 1.1 已給出黎曼 ζ 函數在正偶數點處的公式, 而事實上, 該結論對於卡里茲 ζ 函數也具有

精美絕倫的類比.

定理 2.2 (卡里茲) 對於正 A-偶數 n ∈ N (即 q − 1 | n), 有

ζA(n) =
BCn

Πn
π̃n = − BCn

(q − 1) ·Πn
π̃n,

其中, (ㄅ) BCn ∈ k 為白努利-卡里茲數 (白努利數的類比); (ㄆ) Πn 為卡里茲階乘 (通常的階乘
函數的類比); (ㄇ) π̃ 為卡里茲週期 (是個超越元, 2πi 的類比).

就如同古典理論, 該公式告訴我們卡里茲 ζ 函數在正 A-偶數處的取值是超越元. 然而, 不同於
古典理論, 卡里茲 ζ 函數在其他點處的取值已經證出均為超越元了 (古典理論的則目前仍未知), 這
無非是個石破天驚的結論 (見 [Yu91]).
所謂正 A-偶數, 可視為如下類比: 根據定義, 通常的偶數為可被 2 整除的整數. 2 這個數字可

以視為 Z 的單位群的基數, 其只含有兩個元素 (兩個符號, 相當於非零數在符號函數之下的像集)
{±1}. 依此觀點, 由於 A 含有 q − 1 = #(A×) = #(F×

q ) 個「符號」, 因此只要整數可被 q − 1

整除, 便稱之為 A-偶數.
為定理 2.2, 現將解釋所有必要的背景知識. 簡便起見, 以下省略一切所提及的結論的證明, 並

為有興趣的讀者附上適當的參考資料. 古典理論中, 定理 1.1 的證明關鍵是使用特定的函數 (即正
弦函數) 作為媒介, 而在函數體領域中, 卡里茲指數函數扮演了該角色, 其乃是通常的指數函數的類
比. 下面將給出其定義, 並對照它們的關係.
對於 n ≥ 0, 設 Dn 為 A 中所有 n 次首一多項式的乘積, 則將卡里茲指數函數定義成

expC(z) :=

+∞∑
n=0

zq
n

Dn
, (5)

其誘導出正合列
0 −→ A · π̃ −→ C∞

expC−→ C∞ −→ 0,

其中 π̃ ∈ C∞ 稱為卡里茲週期, 其除了可能差一個符號倍數1 (即 F×
q -倍數) 外是唯一的. 特別地,

1定理 2.2 假設了 q − 1 | n, 故 π̃n 是良定義的.
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卡里茲指數函數是映至加法群 C 的滿射. 另外, 論文 [Wad41] 還指出, π̃ 在 k 上是超越元. 此外,
根據上述正合列, 由具有非阿基米德性版本的魏爾斯特拉斯分解定理可推得

expC(z) = z
∏

0 ̸=a∈A

(
1− z

aπ̃

)
. (6)

需要強調的是, 這是卡里茲指數函數的另一種表達式. 欲知與此函數相關的更多資訊, 可參見經典
的教材, 如 [Gos96, 第 3 節].
與古典理論的類比具體如下: 通常的指數函數定義為

exp(z) :=
+∞∑
n=0

zn

n!
, (7)

其誘導出正合列
0 −→ Z · 2πi −→ C exp−→ C× −→ 1,

其中 2πi ∈ C 可視為「週期」(exp(z) 的核空間由 2πi 的整數倍所組成. 由於 −2π 亦可視為週
期, 因此週期至多只會相差符號的倍數. 而且, 眾所周知 2πi 在 Q 上是超越數, 於此立刻可看出
2πi 及卡里茲週期 π̃ 之間的關係. 宜點出的是, 通常的指數函數是映至乘法群 C× 的滿射.
現將定義卡里茲階乘. 對於非負整數 n, 將之以 q 進位表示成 n =

∑m
i=0 niq

i, 其中所有 i 均
滿足 0 ≤ ni < q, 則把卡里茲階乘 (見 [Gos96, 第 9 節]) 定義成

Πn :=

m∏
n=0

Dni
i .

注意到在式 (5) 中, 分母 Di = Πqi 為 zq
n 的指數的卡里茲階乘, 而在式 (7) 中, 分母 n! 亦為 zn

的指數的通常階乘.
最後, 因古典的白努利數 Bn ∈ Q 由冪級數

z

exp(z)− 1
=

+∞∑
n=0

Bn

n!
zn

確定, 故由指數函數及階乘的類比, 可將白努利-卡利茲數定義作由式

z

expC(z)
=

+∞∑
n=0

BCn

Πn
zn

所確定的數 BCn ∈ k. 以上兩式左邊的分母有差異是因為, 在古典理論中, 乘法群 C× 中的么元是
1, 而在函數體理論中, 加法群 C∞ 的么元是 0. 關於 q = 3 情形之下的白努利-卡里茲數表, 參見
[Gos96, 第 9.2 小節].
現在已經準備好要用來證明定理 2.2 的所有工具了.

證明 在卡里茲指數函數的無窮乘積公式 (6)

expC(z) = z
∏

0 ̸=a∈A

(
1− z

aπ̃

)
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兩邊取對數再求導 (即對於 C∞ 上的冪級數 f , 商 f ′/f), 得

exp′
C(z)

expC(z)
=

1

z
+
∑

0 ̸=a∈A

− 1
aπ̃

1− z
aπ̃

=
1

z
+
∑

0 ̸=a∈A

1

z − aπ̃
=

1

z
+
∑

0 ̸=a∈A

1

z + aπ̃
,

其中最後一個等式成立是因為集合 {−a | 0 ̸= a ∈ A} 即為 A \ {0}. 於是,

z ·
exp′

C(z)

expC(z)
= 1 +

∑
0 ̸=a∈A

z

z + aπ̃
.

注意到, 依卡里茲指數函數的級數表達式 (5)

expC(z) = z +
+∞∑
m=1

zq
m

Dm
,

並且因目前在特徵 p 的情形之下操作, 可得 exp′
C(z) = 1, 故根據定義, 等式左邊為

左式 =
z

expC(z)
=

+∞∑
n=0

BCn

Πn
zn. (8)

另一方面, 不難看出等式右邊為

右式 = 1 +
∑

0 ̸=a∈A

z

aπ̃
· 1

1 + z
aπ̃

= 1 +
∑

0 ̸=a∈A

z

aπ̃

+∞∑
m=0

(
− z

aπ̃

)m

= 1 +
+∞∑
m=0

(−1)m

π̃m+1

 ∑
0 ̸=a∈A

1

am+1

 zm+1,

此處, [Pap23, 習題 2.7.2] 表明了在非阿基米德性的結構之下, 交換兩求和運算次序的操作是合理
的. 注意到對每個正整數 s ∈ N,∑

0 ̸=a∈A

1

as
=
∑
ϵ∈F×

q

1

ϵs

∑
a∈A+

1

as
= ζA(s)

∑
ϵ∈F×

q

ϵs,

其中, 若 q − 1 整除 s, 則可看出最後一個和為 −1, 否則和為 0. 那麼, 右式化為

右式 = 1 +
+∞∑
m=0

q−1|m+1

(−1)m+1

π̃m+1
ζA(m+ 1)zm+1 = 1 +

+∞∑
n=1
q−1|n

(−1)n

π̃n
ζA(n)z

n. (9)

由 (8) 及 (9), 得
+∞∑
n=0

BCn

Πn
zn = 1 +

+∞∑
n=1
q−1|n

(−1)n

π̃n
ζA(n)z

n. (10)
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對於正 A-偶數 n, 比較 zn 的係數, 有

BCn

Πn
=

(−1)n

π̃n
ζA(n).

注意到, 若特徵 p 是奇數, 則 q − 1 必為偶數, 從而 n 也是偶數; 而若 p 是偶數, 則 −1 = 1. 於是,
在各個情形中, −1 的冪可略去, 從而

ζA(n) =
BCn

Πn
π̃n.

事實上, 有 π̃ ∈ (−θ)1/(q−1) · k×∞. 特別地, 這意味著 π̃n ∈ k∞ ⇐⇒ q − 1 | n, 故依定理 2.2,
有如下系理. (將之與系理 1.2 比較.)

系理 2.3 對於 n ∈ N,
ζA(n)

π̃n
∈ k ⇐⇒ n 是A-偶數.

當然, 比較式 (10) 中其他項的係數, 即得系理 1.3 的類比.

系理 2.4 (甲) BC0 = 1; (乙) 若 q − 1 ∤ n, 則 BCn = 0.
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