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先備知識 基本微積分､度量空間, 還有函數序列､函數項級數､函數族､含參變數反常積分的定義及
收斂性 (點態收斂性). 本文預設讀者對這些有初步的認識, 並直接從一致收斂的概念切入.

約定 除非特別聲明, 否則本文約定:

(1) X,Y, T 都是度量空間, T 作為含參變數函數族 {ft(x)} 的參數空間, 並且用 d(·, ·) 表示各個度量空
間的距離函數, B′

δ(t0) = {t ∈ T | 0 < d(t, t0) < δ} 表示 t0 的 δ 去心鄰域;

(2) V 為體 F 上某線性賦範空間的子集, W 為 F 上的線性賦範空間, ∥ · ∥ 表示各個線性賦範空間的範
數, 只有實數空間使用絕對值 | · |, 別忘了線性賦範空間可以誘導出度量空間;

(3) 關於含參變數反常積分
∫ ω
c f(x, y) dy 如果我們設定 f(x, y) 在 [c, ω) 上有定義, 那麼自動要求 f 在

任意閉子區間 [c′, d′] ⊂ [c, ω) 上對 y 可積.

先備知識 文中的所有在度量空間上的討論一般上都可推廣至一般的拓樸空間, 有興趣的讀者請參考 [2].

1 一致收斂的概念

定義 1.1 設 {ft(x)}t∈T 為自 X 至 Y 的含參變數函數族, f 為自 X 至 Y 的某函數, t0 是 T 的聚點.
若對所有 ε > 0, 皆可找到 t0 的某個去心鄰域1B′

δ(t0), 對一切 x ∈ X, 當 t ∈ B′
δ(t0) 時, 有

d(ft(x), f(x)) < ε,

則稱參變函數族 {ft(x)}t∈T 在 X 上當 t → t0 時一致收斂於 f(x), 記作 ft(x) ⇒
t→t0

f(x) (x ∈ X).

特別地, 當 T = N 時, +∞ 是 T 唯一的聚點, 此時記 t = n, {ft(x)}t∈T = {fn(x)}n∈N 為函數序列,
並且 {fn(x)}n∈N 一致收斂於 f(x) 可簡記作 fn(x) ⇒ f(x) (x ∈ X).

定義 1.2
∑+∞

n=1 un(x) 為自 V 至 W 的函數項級數. 若存在 V 上的函數 S(x), 使得
∑+∞

n=1 un(x) 的部
分和序列 Sn(x) =

∑n
k=1 uk(x) (n = 1, 2, . . .) 在 V 上一致收斂於 S(x), 則稱

∑+∞
n=1 un(x) 在 V 上一致

收斂於 S(x). 也就是說: 若對所有 ε > 0, 存在 N ∈ N, 當 n ≥ N 時, 對一切 x ∈ V , 有

∥Sn(x)− S(x)∥ =

∥∥∥∥∥
+∞∑

k=n+1

uk(x)

∥∥∥∥∥ < ε,

則稱函數項級數
∑+∞

n=1 un(x) 在 V 上一致收斂 (於 S(x)).
1Rn 或 C 的無窮遠點 ∞ 作為函數的奇點亦可討論, 其去心鄰域為 {x | ∥x∥ > R}, R > 0 是某正數. 特別地, 也可以討論 R

的無窮遠點 +∞ 及 −∞.
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定義 1.3 設函數 f(x, y) 在集合 E × [c, ω) 上有定義, 其中 ω 是奇點 (無窮遠點 +∞ 或某有限瑕點).
若對所有 ε > 0, 皆可找到 ω 的去心鄰域 B′

R(ω), 使得對一切 x ∈ E, 當 t ∈ [c, ω) ∩B′
R(ω) 時, 有∣∣∣∣∫ ω

t
f(x, y) dy

∣∣∣∣ < ε, (1)

則稱含參變數反常積分 ∫ ω

c
f(x, y) dx

在 E 上一致收斂.

註記 1.4 除非特別聲明, 本文的 ω 一律表示函數的奇點 (無窮遠點 +∞ 或某有限瑕點).

註記 1.5 實際上, 式 (1) 可以寫成∣∣∣∣∫ ω

c
f(x, y) dy −

∫ t

c
f(x, y) dy

∣∣∣∣ < ε.

因此, 與函數項級數類似地, 如果記

g(x) =

∫ ω

c
f(x, y) dy, Ft(x) =

∫ t

c
f(x, y) dy,

那麼可將含參變數反常積分的一致收斂性的含義視為:

當 t ∈ [c, ω)且 t → ω時, 在E上, 有Ft(x) ⇒ g(x),

即含參變數反常積分是一種特殊的含參變數函數族, 就像函數項級數是一種函數序列 (部分和序列).

注意 1.6 對於定義在 E × (ω, d] 上的函數 f(x, y), ω 為函數的奇點 (無窮遠點 −∞ 或某有限瑕點), 欲
處理函數奇點在下界的含參變數反常積分 ∫ d

ω
f(x, y) dy,

可以透過變數變換將其轉換為形如 (1) 的反常積分. 因此, 本文只討論積分上限為函數奇點的情形, 其結論
亦適用於奇點在積分下限.

註記 1.7 不難看出: 一致收斂 =⇒ 點態收斂.

例 1.8 討論函數序列 fn(x) = xn (n = 1, 2, . . .) 在

(1) (−r, r) (0 < r < 1) 內的一致收斂性;

(2) (−1, 1) 內的一致收斂性.

解 對所有 x ∈ (−1, 1), limn→+∞ fn(x) = 0.

(1) 對任何 ε > 0, 由 limn→+∞ rn, 存在 N ∈ N, 當 n > N 時, 有 |rn| < ε. 因此當 n > N 時, 對所有
x ∈ (−r, r), 均有

|xn − 0| ≤ |rn| < ε.

依一致收斂的定義, 有 xn ⇒ 0 (x ∈ (−r, r)).
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(2) 取 ε = 1/2, 對任意 N ∈ N, 取 n′ = N + 1 > N , 對該固定的 n′, 由於 limx→1 x
n′

= 1, 因此存在
0 < x′ < 1, 使得 ∣∣∣(x′)n′ − 0

∣∣∣ = (x′)n
′
> 1− 1

2
=

1

2
.

也就是說, {xn} 在 (−1, 1) 內不一致收斂於 0.

例 1.9 討論函數項級數
+∞∑
n=1

(2n+ 1)x

(1 + (n+ 1)2x)(1 + n2x)

在

(1) [a,+∞) (a > 0) 上的一致收斂性;

(2) (0,+∞) 上的一致收斂性.

解 對所有 n ∈ N 及 x ∈ (0,+∞), 記

Sn(x) =
n∑

k=1

(2n+ 1)x

(1 + (n+ 1)2x)(1 + n2x)
=

1

1 + x
− 1

1 + (n+ 1)2x
,

那麼
S(x) = lim

n→+∞
Sn(x) =

1

1 + x
,

即
1

1 + x
=

+∞∑
n=1

(2n+ 1)x

(1 + (n+ 1)2x)(1 + n2x)
, x ∈ (0,+∞).

(1) 當 x ∈ [a,+∞) 時, 有

|Sn(x)− S(x)| = 1

1 + (n+ 1)2x
≤ 1

1 + (n+ 1)2a
,

而
lim

n→+∞

1

1 + (n+ 1)2a
= 0,

故對所有 ε > 0, 存在 N ∈ N, 當 n ≥ N 時, 有

0 <
1

1 + (n+ 1)2a
< ε,

從而當 n ≥ N 時, 對所有 x ∈ [a,+∞), 有

|Sn(x)− S(x)| < ε,

即該函數項級數在 [a,+∞) 上一致收斂.

(2) 當 x ∈ (0,+∞) 時, 取 ε = 1/2, 對所有 N ∈ N, 取 n = N + 1 > N 及 x = 1/(N + 1)2, 那麼

|Sn(x)− S(x)| = 1

1 + (N + 1)2 · 1
(N+1)2

=
1

2
,

因此該函數項級數在 (0,+∞) 上不一致收斂.
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例 1.10 設 {ft(x)}t∈R, x ∈ [0, 1], 其中 ft(x) = tx. 問: 當 t → 0 時, {ft(x)}t∈R 在 [0, 1] 上是否一致
收斂?

解 因為對所有 x ∈ [0, 1],
lim
t→0

ft(x) = lim
t→0

tx = 0,

所以 ft(x) 當 t → 0 時的極限函數為 0 (x ∈ [0, 1]).
對任意 ε > 0, 取 δ = ε, 對一切 x ∈ [0, 1], 當 |t− 0| < δ 時, 有

|ft(x)− 0| = |tx| ≤ 1 · |t| < ε.

因此, ft(x) ⇒
t→0

0 (x ∈ [0, 1]).

例 1.11 設 {ft(x)}t>0, x ∈ (0, 1), 其中 ft(x) = xt. 問: 當 t → 0+ 時, ft(x) 在 (0, 1) 上是否一致收
斂?

解 對所有 x ∈ (0, 1),

lim
t→0+

xt = exp
(

lim
t→0+

t lnx

)
= e0 = 1,

即 ft(x) 當 t → 0+ 時的極限函數為 1 (x ∈ (0, 1)).
取 ε = 1/4, 對所有 δ > 0, 取 t = δ/2 > 0, 及

x =

(
1

2

) 1
t

=

(
1

2

) 2
δ

∈ (0, 1),

則 0 < t < δ, 但

|ft(x)− 1| =
∣∣xt − 1

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
((

1

2

) 1
t

)t

− 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣12 − 1

∣∣∣∣ = 1

2
> ε.

即函數族 {ft(x)}t>0 在 x ∈ (0, 1) 上當 t → 0+ 時不一致收斂.

例 1.12 證明含參變數無窮積分 ∫ +∞

0

sinxy

y
dy

滿足:

(1) 在 [α,+∞) (α > 0) 上一致收斂;

(2) 在 (0,+∞) 內不一致收斂.

證明 注意到 y = 0 不是瑕點.

(1) 對任意 x ≥ α > 0 及 t > 0, 令 u = xy, 觀察:∫ +∞

t

sinxy

y
dy =

∫ +∞

tx

sinu

u
du =

∫ +∞

tx

d(− cosu)
u

du

= − cosu
u

∣∣∣+∞

tx
−
∫ +∞

tx
− cosu d

(
−1

u

)
=

cos tx
tx

+

∫ +∞

tx

cosu
u2

du,
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取絕對值並使用三角不等式,∣∣∣∣∫ +∞

t

sinxy

y
dy
∣∣∣∣ ≤ | cos tx|

tx
+

∣∣∣∣∫ +∞

xr

cosu
u2

du
∣∣∣∣ ≤ 1

tx
+

∫ +∞

tx

du
u2

=
1

tx
+

1

tx
=

2

tx
≤ 2

tα
.

對任意 ε > 0, 取 R = 2
αε > 0, 則當 t > R 時, 對一切 x ≥ α, 有∣∣∣∣∫ +∞

t

sinxy

y
dy
∣∣∣∣ ≤ 2

tα
<

2

Rα
= ε.

因此, 該含參變數無窮積分在 [α,+∞) 上一致收斂.

(2) 對任意 x > 0 及 t > 0, 令 u = xy, 則∫ +∞

t

sinxy

y
dy =

∫ +∞

tx

sinu

u
du.

注意到狄利克雷積分2 ∫ +∞

0

sinu

u
du =

π

2
,

故有

lim
r→0+

∫ +∞

r

sinu

u
du =

π

2
,

那麼存在 δ > 0, 對所有 r ∈ (0, δ), 有∣∣∣∣∫ +∞

r

sinu

u
du− π

2

∣∣∣∣ < π

4
, 從而

∫ +∞

r

sinu

u
du >

π

2
− π

4
=

π

4
.

現, 取 ε = π/4, 對任意 R > 0, 取 x = δ/2R ∈ (0,+∞) 及 t = R ≥ R, 則∣∣∣∣∫ +∞

t

sinxy

y
dy
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ +∞

1
2
δ

sinu

u
du
∣∣∣∣∣ ≥

∫ +∞

1
2
δ

sinu

u
du >

π

4
= ε.

因此, 該含參變數無窮積分在 (0,+∞) 上不一致收斂.

例 1.13 證明含參變數瑕積分 ∫ 1

0

sin√
xy

y1/4 + x
dy

在 [0, 1] 上一致收斂.

證明 對任意 x ∈ [0, 1] 及 y ∈ (0, 1],∣∣∣∣ sin√
xy

y1/4 + x

∣∣∣∣ =
∣∣sin√

xy
∣∣

y1/4 + x
≤ 1

y1/4 + x
≤ 1

y1/4
.

2證明:
∫ +∞
0

sin u
u

du =
∫ +∞
0

sinu
(∫ +∞

0
e−uv dv

)
du =

∫ +∞
0

∫ +∞
0

e−uv sinu du dv =
∫ +∞
0

L{sinu}(v) dv =∫ +∞
0

dv
v2+1

= π
2

.
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因此, 對任意 t ∈ (0, 1] 及 x ∈ [0, 1], 有∣∣∣∣∫ t

0

sin√
xy

y1/4 + x
dy
∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0

dy
y1/4

=
4

3
t
3
4 .

現, 對任意 ε > 0, 取

δ =

(
3

4
ε

) 4
3

,

則當 t ∈ B′
δ(0) ∩ [0, 1] = (0, δ) ∩ [0, 1] 時, 對一切 x ∈ [0, 1], 有∣∣∣∣∫ t

0

sin√
xy

y1/4 + x
dy
∣∣∣∣ ≤ 4

3
t
3
4 <

4

3
δ

3
4 = ε,

故得證.

註記 1.14 從定義可以看出:

(1) 當函數族 {ft(x)}t∈T 在 X 上一致收斂時, 若 X0 ⊂ X, 則 {ft(x)}t∈T 在 X0 上亦一致收斂.

(2) 若 {ft(x)}t∈T 在度量空間 X1 及 X2 上一致收斂, 則 {ft(x)}t∈T 在 X1 ∪X2 上也一致收斂.

(3) 若函數族 {ft(x)}t∈T 及 {gt(x)}t∈T 在 V 上均一致收斂, 則對所有 α, β ∈ R, αft(x) + βgt(x) 在
V 上也一致收斂.

定義 1.15 設 {ft(x)}t∈T 為自 X 至 Y 的函數族. 若存在 M > 0 及一點 t0 ∈ T , 使得對所有 t ∈ T 和
x ∈ X, 有 ft(x) ∈ BM (t0), 則稱 {ft(x)}t∈T 在 X 上一致有界.

註記 1.16 若函數族 {ft(x)}t∈T 及 {gt(x)}t∈T 在 X ⊆ R 上都一致收斂, 且都是一致有界的, 則
{ft(x) · gt(x)}t∈T 在 X 上一致收斂.

例 1.17 設 fn(x) = (1− x)xn, gn(x) = 1/(1− x), (x ∈ (0, 1), n = 1, 2, . . .), 則 {fn(x)} 及 {gn(x)}
在 (0, 1) 內都一致收斂, 但 fn(x) · gn(x) = xn, {fn(x) · gn(x)} 在 (0, 1) 內不一致收斂.

命題 1.18 若函數序列 {fn(x)}n∈N 在 X 上一致收斂, 且對每個 n ∈ N, fn(x) 在 X 上有界, 則
{fn(x)}n∈N 在 X 上一致有界.

證明 設 fn(x) ⇒ f(x) (x ∈ X), 則存在 N ∈ N, 當 n ≥ N 時, 對一切 x ∈ X, 有

|fn(x)− f(x)| < 1, 即 |fn(x)| < 1 + |f(x)|.

特別地, 由 fN 在 X 上有界, 得存在 M0 > 0, 對一切 x ∈ X, 有 |fN (x)| ≤ M . 另一方面, 對一切 x ∈ X,
有

|fN (x)− f(x)| < 1 =⇒ |f(x)| < 1 + |fN (x)| ≤ 1 +M0.

又 f1, . . . , fN−1 在 x ∈ X 上有界, 於是對每個 k = 1, . . . , N − 1, 存在 Mk > 0, 對一切 x ∈ X, 都有
|fk(x)| ≤ Mk. 取

M = max{M0,M1, . . . ,MN−1},

則對一切 n ∈ N 及 x ∈ X, 有
|fn(x)| ≤ M,

即 {fn(x)}n∈N 在 X 上一致有界.
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2 一致收斂的判定準則

定理 2.1 (含參變數函數族一致收斂的柯西準則) 設 {ft(x)}t∈T 為自 X 至完備空間 Y 的函數族, t0
是 T 的聚點3, 則 {ft(x)}t∈T 在 X 上當 t → t0 時一致收斂的充要條件為: 對所有 ε > 0, 皆可找到 t0 的
去心鄰域 B′

δ(t0), 對一切 x ∈ X, 當 t′, t′′ ∈ B′
δ(t0) 時, 有

d
(
f(x, t′), f(x, t′′)

)
< ε,

即函數族 {ft(x)}t∈T 有一致柯西性.

證明 必要性: 設 ft(x) ⇒
t→t0

f(x) (x ∈ X), 則對所有 ε > 0, 存在 δ > 0, 對一切 x ∈ A, 當 t ∈ B′
δ(t0)

時, 有
d (ft(x, y), f(x)) <

ε

2
.

因此, 對一切 x ∈ X, 當 t′, t′′ ∈ B′
δ(t0) 時, 有

d (ft′(x), ft′′(x)) ≤ d (ft′(x), f(x)) + d (ft′′(x), f(x)) <
ε

2
+

ε

2
= ε.

充分性: 設 {ft(x)}t∈T 滿足: 對所有 ε > 0, 存在 δ > 0, 對一切 x ∈ X, 當 t, t′ ∈ B′
δ(t0) 時, 有

d (ft(x), ft′(x)) <
ε

2
.

特別地, 上式對每個固定點 x ∈ X 也成立, 從而依 Y 的完備性可知, 點集 {ft(x)}t∈T 當 t → t0 時收斂,
設其極限為 f(x). 又根據距離函數 d(y, ·) (y 為固定點) 的連續性, 對一切 x ∈ X 及 t ∈ B′

δ(y0), 有

d (ft(x), f(x)) = d
(

lim
t′→t0

ft(x), lim
t′→t0

ft′(x)

)
= lim

t′→t0
d (ft(x), ft′(x)) ≤ lim

t′→t0

ε

2
=

ε

2
< ε.

因此, ft(x) ⇒
t→t0

f(x) (x ∈ X).

系理 2.2 (函數序列一致收斂的柯西準則) 設 {fn(x)}n∈N 為自 X 至完備空間 Y 的函數序列,
則 {fn(x)} 在 X 上一致收斂的充要條件為: 對所有 ε > 0, 存在 N ∈ N, 當 n,m ≥ N 時 (即
n,m ∈ B′

N (+∞)), 對一切 x ∈ X, 有

d(fn(x), fm(x)) < ε.

證明 此即為定理 2.1 當 T = N 且 t0 = +∞ 時的特例.

定理 2.3 (函數項級數一致收斂的柯西準則) 設
∑+∞

n=1 un(x) 為自 V 至完備空間 W 的函數項級數,
則
∑+∞

n=1 un(x) 在 V 上一致收斂的充要條件為: 對所有 ε > 0, 存在 N ∈ N, 當 n > m ≥ N 時, 對一切
x ∈ V , 有 ∥∥∥∥∥

n∑
k=m+1

uk(x)

∥∥∥∥∥ < ε.

3t0 也可以是 Rm 中的無窮遠點.
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證明 設 Sn =
∑n

k=1 uk(x) (x ∈ V ) 為部分和.
+∞∑
n=1

uk(x)一致收斂 ⇐⇒ 部分和序列

{
n∑

k=1

uk(x)

}
一致收斂

⇐⇒ ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀x ∈ V

[
n > m ≥ N =⇒

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

uk(x)−
m∑
k=1

uk(x)

∥∥∥∥∥ < ε

]

⇐⇒ ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀x ∈ V

[
n > m ≥ N =⇒

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

uk(x)

∥∥∥∥∥ < ε

]
,

其中, 第二個等價號用到了系理 2.2.

系理 2.4 設
∑+∞

n=1 un(x) 為自 V 至 W 的函數項級數, 並且它在 V 上一致收斂, 則 un(x) ⇒ 0 (x ∈ V ).

證明 因為
∑+∞

n=1 un(x) 在 V 上一致收斂, 所以依定理 2.3, 存在 N ∈ N, 當 m > n ≥ N 時, 對一切
x ∈ V , 有 ∥∥∥∥∥

m∑
k=n+1

uk(x)

∥∥∥∥∥ < ε.

取 m = n+ 1, 則對所有 n ≥ N 及一切 x ∈ V , 有

∥un+1(x)∥ < ε,

因此, un(x) ⇒ 0 (x ∈ V ).

定理 2.5 (含參變數反常積分一致收斂的柯西準則) 設函數 f(x, y) 在 E × [c, ω) 上有定義, 其中
E ⊂ R 是一個區間, 則含參變數反常積分

∫ ω
c f(x, y) dy 在 E 上一致收斂的充要條件為: 對所有 ε > 0, 存

在 ω 的去心鄰域 B′
R(ω), 當 t′, t′′ ∈ [c, ω) ∩B′

R(ω) 時, 對一切 x ∈ E, 有∣∣∣∣∣
∫ t′′

t′
f(x, y) dy

∣∣∣∣∣ < ε.

證明 必要性: 設
∫ ω
c f(x, y) dy 在 E 上一致收斂, 則對所有 ε > 0, 存在 R > 0, 當 t ∈ B′

R(ω) ∩ [c, ω)

時, 對一切 x ∈ E, 有 ∣∣∣∣∫ ω

t
f(x, y) dy

∣∣∣∣ < ε

2
,

從而當 t′, t′′ ∈ B′
R(ω) ∩ [c, ω) 時, 有∣∣∣∣∣
∫ t′′

t′
f(x, y) dy

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∫ ω

t′
f(x, y) dy

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ ω

t′′
f(x, y) dy

∣∣∣∣ < ε

2
+

ε

2
= ε.

充分性: 設對所有 ε > 0, 存在 R > 0, 當 t, t′ ∈ B′
R(ω) ∩ [c,+∞) 時, 對一切 x ∈ E, 有∣∣∣∣∣

∫ t′

t
f(x, y) dy

∣∣∣∣∣ < ε

2
.

這表示
∫ ω
c f(x, y) dy 在每點 x ∈ E 滿足柯西準則, 從而它點態收斂. 依絕對值函數的連續性, 當

t ∈ B′
R(ω) 時, 對一切 x ∈ E, 都有∣∣∣∣∫ ω

t
f(x, y) dy

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ limt′→ω

∫ t′

t
f(x, y) dy

∣∣∣∣∣ = lim
t′→ω

∣∣∣∣∣
∫ t′

t
f(x, y) dy

∣∣∣∣∣ ≤ lim
t′→ω

ε

2
=

ε

2
< ε.

因此,
∫ ω
c f(x, y) dy 在 E 上一致收斂.

8



註記 2.6 定理 2.5 也可參考定理 2.3 的證明手法､使用定理 2.1 來證明.

定理 2.7 設函數 f(x, y) 在 E × [c, ω) 上有定義, 其中 E ⊂ R 是一個區間, 則含參變數反常積分∫ ω
c f(x, y) dy 在 E 上一致收斂的充要條件為: 對所有滿足條件

c < t1 < t2 < · · · < tn < · · · < ω 且 lim
n→+∞

tn = ω

的數列 {tn}n∈N, 函數序列 Fn(x) =
∫ tn
c f(x, y) dy (n ∈ N) 的序列在 E 上一致收斂.

證明 必要性: 設
∫ ω
c f(x, y) dy 在 E 上一致收斂, 則對所有 ε > 0, 存在 R > 0, 當 t, t′ ∈ B′

R(ω)∩ [c, ω)

時, 對一切 x ∈ E, 有 ∣∣∣∣∣
∫ t′

t
f(x, y) dy

∣∣∣∣∣ < ε.

設 {tn}n∈N 為單調趨於 ω 的數列, 且 t1 ≥ c, 則存在 N ∈ N, 當 n ≥ N 時, 有 R < tn < ω, 從而當
n, n′ ≥ N 時, 對一切 x ∈ E, 有

|Fn(x)− Fn′(x)| =
∣∣∣∣∫ tn′

tn

f(x, y) dy
∣∣∣∣ < ε.

依函數序列一致收斂的柯西準則 (定理 2.2) 可知 {Fn(x)}n∈N 在 E 上一致收斂.
充分性: 假設

∫ ω
c f(x, y) dy 在 E 上不一致收斂, 那麼存在 ε > 0, 對所有 R > 0, 存在 t, t′ ∈ B′

R(ω)

及 x′ ∈ E 使得 ∣∣∣∣∣
∫ t′′

t′
f(x′, y) dy

∣∣∣∣∣ ≥ ε.

取任意 R1 > 0, 則存在 t1, t
′
1 ∈ B′

R1
(ω) 4, t′1 > t1 ≥ R1 及 x1 ∈ E 使得∣∣∣∣∣

∫ t′1

t1

f(x1, y) dy
∣∣∣∣∣ ≥ ε.

取 R2 = t′1, 那麼存在 t2, t
′
2 ∈ B′

R2
(ω), t′2 > t2 ≥ t′1 及 x2 ∈ E 使得∣∣∣∣∣

∫ t′2

t2

f(x2, y) dy
∣∣∣∣∣ ≥ ε.

重複上述過程, 得遞增數列 {t′n}n∈N 滿足 t′n → ω, 並且對於每個 n, 都有 xn ∈ E 使得對於某些 kn, ln, 有∣∣Fkn(xn)− Fln(x)

∣∣ ≥ ε.

數列 {t′n}n∈N 使得 {Fn(x)}n∈N 在 E 上不一致收斂, 與條件矛盾, 故假設不成立.

例 2.8 設 Y 完備, A ⊆ X. 若

(1) 函數 fn : A → Y (n ∈ N) 在 A 上連續;

(2) {fn(x)} 在 A 的開核 Å 內一致收斂;
4別忘了本文約定 B′

R1
(ω) 是 T 的子集, 是相對拓樸的概念, 故不特別寫出「∩T」.
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(3) Å = A (即對所有 a ∈ A, 存在 {xk} ⊂ Å 使得 xk → a),

證明 {fn(x)} 在 A 上一致收斂.

證明 由於 {fn(x)} 在 Å 內一致收斂, 依柯西準則 (定理 2.2), 對所有 ε > 0, 存在 N ∈ N, 當 n,m ≥ N

時, 對一切 x ∈ Å, 有
d(fn(x), fm(x)) <

ε

2
.

現, 任取一點 a ∈ A, 存在 {xk} ⊂ Å 使 xk → a. 對固定的 n,m ≥ N , 因為 fn, fm 在 A 上 (尤其在 a

處) 連續, 所以
d(fn(a), fm(a)) = lim

k→+∞
d(fn(xk), fm(xk)) ≤

ε

2
< ε.

這表示當 n,m ≥ N 時, 對一切 x ∈ A, 有

d(fn(x), fm(x)) < ε.

再依柯西準則知 {fn(x)} 在 A 上一致收斂.

例 2.9 設 W 完備, A ⊆ V . 若

(1) 函數 un : A → W (n ∈ N) 在 A 上連續;

(2)
∑+∞

n=1 un(x) 在 A 的開核 Å 內一致收斂;

(3) Å = A (即 Å 稠密於 A),

證明
∑+∞

n=1 un(x) 在 A 上一致收斂.

證明 參考例 2.8 的證明即可證出.

例 2.10 證明含參變數反常積分 ∫ +∞

0

e−xy sin y

y
dy

在 [0,+∞) 上一致收斂.

證明 注意到 y = 0 不是被積函數的瑕點. 設 t′′ > t′ > 0, 依積分第二均值定理, 存在 η ∈ (t′, t′′),∫ t′′

t′

e−xy sin y

y
dy =

e−t′x

t′

∫ η

t′
sin y dy + e−t′′x

t′′

∫ t′′

η
sin y dy.

注意到 e−at/t (a > 0) 在 t ∈ [0,+∞) 上是減函數, 故對於 t′′ > t′, 有 e−t′′x/t′′ < e−t′x/t′, 故有∣∣∣∣∣
∫ t′′

t′

e−xy sin y

y
dy
∣∣∣∣∣ ≤ e−t′x

t′

∣∣∣∣∫ η

t′
sin y dy

∣∣∣∣+ e−t′′x

t′′

∣∣∣∣∣
∫ t′′

η
sin y dy

∣∣∣∣∣
≤ e−t′x

t′

∣∣∣∣∫ η

t′
sin y dy

∣∣∣∣+ e−t′x

t′

∣∣∣∣∣
∫ t′′

η
sin y dy

∣∣∣∣∣
=

e−t′x

t′

(∣∣∣∣∫ η

t′
sin y dy

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ t′′

η
sin y dy

∣∣∣∣∣
)

≤ e−t′x

t′
· (2 + 2) =

4e−t′x

t′
≤ 4

t′
.
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現, 對所有 ε, 取 R = ε/4, 則當 t′′ > t′ ≥ R 時, 對一切 x ≥ 0, 有∣∣∣∣∣
∫ t′′

t′

e−xy sin y

y
dy
∣∣∣∣∣ ≤ 4

t′
<

4

R
= ε.

依柯西準則 (定理 2.5), 可知
∫ +∞
0

sin y
y e−xy dy 在 [0,+∞) 上一致收斂.

準則 2.11 (含參變數函數族之最值判別法) 設 {ft(x)}t∈T 為自 X 至 Y 的函數族, 則 ft(x) ⇒
t→t0

f(x)

(x ∈ X) 的充要條件為
lim
t→t0

sup
x∈X

d (ft(x), f(x)) = 0.

證明 必要性: 設 ft(x) ⇒
t→t0

f(x) (x ∈ X), 則對所有 ε > 0, 存在 δ > 0, 當 t ∈ B′
δ(t0) 時, 對一切

x ∈ X, 有 |ft(x)− f(x)| < ε/2. 因此, 有

0 ≤ sup
x∈X

d (ft(x), f(x)) ≤
ε

2
< ε,

故得結論.
充分性: 因為對所有 ε > 0, 存在 δ > 0, 當 t ∈ B′

δ(t0) 時, 有

sup
x→X

d (ft(x), f(x)) < ε,

所以當 t ∈ B′
δ(t0) 時, 對一切 x ∈ X, 有

d(ft(x), f(x)) ≤ sup
x∈X

d (ft(x), f(x)) < ε,

故得結論.

準則 2.12 (函數項級數之魏爾斯特拉斯判別法) 設
∑+∞

n=1 un(x) 為自 V 至 W 的函數項級數. 若存
在正數序列 {Mn}, 使得對每個 n ∈ N, 對一切 x ∈ I, 均有

∥un(x)∥ ≤ Mn,

並且
∑+∞

n=1Mn 收斂, 則
∑+∞

n=1 un(x) 在 V 上一致收斂.

證明 由於
∑+∞

n=1Mn 收斂, 依數項級數收斂的柯西準則, 對所有 ε > 0, 存在 N ∈ N, 當 n > m ≥ N

時, 有
n∑

k=m+1

Mk < ε,

從而對一切 x ∈ V , 有 ∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

uk(x)

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=m+1

∥uk(x)∥ ≤
n∑

k=m+1

Mk < ε,

再依函數項級數一致收斂的柯西準則 (定理 2.3), 可知
∑+∞

n=1 un(x) 在 V 上一致收斂.
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準則 2.13 (函數項級數之狄利克雷判別法) 設 un(x), vn(x) (n ∈ N) 為自 A ⊆ R 至 R 的函數序列,
它們滿足:

(1)
∑+∞

n=1 un(x) 的部分和序列在 A 上一致有界, 即存在 M > 0, 對一切 x ∈ A 及 n ∈ N, 有

|Sn(x)| =
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

uk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ M ;

(2) 對每個 x ∈ A, {vn(x)} 關於 n 是單調的, 且 vn(x) ⇒ 0 (x ∈ A),

則
∑+∞

n=1 un(x)vn(x) 在 A 上一致收斂.

證明 由 (1), 當 n > m ≥ 1 時, 對一切 x ∈ A, 有∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

uk(x)

∣∣∣∣∣∣ = |Sn(x)− Sm(x)| ≤ |Sn(x)|+ |Sm(x)| ≤ 2M.

由 vn(x) ⇒ 0 (x ∈ A), 對所有 ε > 0, 存在 N ∈ N, 當 n ≥ N 時, 對一切 x ∈ A, 有

|vn(x)| ≤
ε

4M
.

因為對每個 x ∈ A, {vn(x)} 關於 n 是單調數列, 所以利用分部求和法 (阿貝爾變換), 當 n > m ≥ N 時,
對一切 x ∈ A, 有 ∣∣∣∣∣∣

n∑
k=m+1

uk(x)vk(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ M (|vm+1(x)|+ 2|vn(x)|) < ε.

依柯西準則 (定理 2.3), 可知
∑+∞

n=1 un(x)vn(x) 在 A 上一致收斂.

準則 2.14 (函數項級數之阿貝爾判別法) 設 un(x), vn(x) (n ∈ N) 為自 A ⊆ R 至 R 的函數序列, 它
們滿足:

(1)
∑+∞

n=1 un(x) 在 A 上一致收斂;

(2) 對每個 x ∈ A, {vn(x)} 關於 n 是單調的, 且 {vn(x)} 在 A 上一致有界,

則
∑+∞

n=1 un(x)vn(x) 在 A 上一致收斂.

證明 由 (2), 存在 M > 0, 對一切 x ∈ A 及 n ∈ N, 有

|vn(x)| ≤ M.

由 (1) 和柯西準則 (定理 2.3), 對所有 ε > 0, 存在 N ∈ N, 當 n > m ≥ N 時, 對一切 x ∈ A, 有∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

uk(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

3M
.

由於 {vn(x)} 關於 n 是單調的, 利用分部求和法, 對任何 n > m ≥ N 及一切 x ∈ A, 有∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

uk(x)vk(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

3M
(|vm+1(x)|+ 2|vn(x)|) < ε.

依柯西準則 (定理 2.3), 可知
∑+∞

n=1 un(x)vn(x) 在 A 上一致收斂.
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準則 2.15 (含參變數反常積分之魏爾斯特拉斯判別法) 設函數 f(x, y) 在 E × [c, ω) 上有定義, 其中
E ⊆ R 是一個區間. 若存在函數 g(y) (y ∈ [c, ω)), 使得對所有 x ∈ E 及 y ∈ [c, ω), 有 |f(x, y)| ≤ g(y)

且
∫ ω
c g(y) dy 收斂, 則

∫ ω
c f(x, y) dy 在 E 上一致收斂.

證明 對所有 ε > 0, 因為
∫ ω
c 收斂, 所以存在 R > 0, 當 t, t′ ∈ B′

R(ω) ∩ [c, ω) 時, 有∣∣∣∣∣
∫ t′

t
g(y) dy

∣∣∣∣∣ < ε.

不妨設 t′ > t, 從而對一切 x ∈ E, 有∣∣∣∣∣
∫ t′

t
f(x, y) dy

∣∣∣∣∣ ≤
∫ t′

t
|f(x, y)| dy ≤

∫ t′

t
g(y) dy < ε.

依柯西準則 (定理 2.5), 可知
∫ ω
c f(x, y) dy 在 E 上一致收斂.

準則 2.16 (含參變數反常積分之狄利克雷判別法) 設函數 f(x, y), g(x, y) 在 E × [c, ω) 上有定義,
其中 E ⊆ R 是一個區間. 若 f, g 滿足:

(1) 存在 M > 0, 對一切 t ∈ (c, ω) 及 x ∈ E, 均有∣∣∣∣∫ t

c
f(x, y) dy

∣∣∣∣ ≤ M ;

(2) 對任意固定的 x ∈ E, g(x, y) 是 y 的單調函數, 且對所有 ε > 0, 存在 t ∈ (c, ω), 當 y ∈ (t, ω) 時,
對一切 x ∈ E, 有 |g(x, y)| < ε,, 即 g(x, y) ⇒

y→ω
0 (x ∈ E),

則含參變數反常積分
∫ ω
c f(x, y)g(x, y) dy 在 E 上一致收斂.

證明 對於 ω > t′ > t > c, 依定積分第二均值定理, 存在 η ∈ (t, t′) 使得∫ t′

t
f(x, y)g(x, y) dy = g(x, t)

∫ η

t
f(x, y) dy + g(x, t′)

∫ t′

η
f(x, y) dy.

由 (2) 可知, 對所有 ε > 0, 存在 t0 ∈ (c, ω), 當 y ∈ (t0, ω) 時, 對一切 x ∈ E, 有 |g(x, y)| < ε/4M . 因
此當 ω > t′ > t > c 時, 有∣∣∣∣∣
∫ t′

t
f(x, y)g(x, y) dy

∣∣∣∣∣ < ε

4M

∣∣∣∣∫ η

c
f(x, y) dy −

∫ t

c
f(x, y) dy

∣∣∣∣+ ε

4M

∣∣∣∣∣
∫ t′

c
f(x, y) dy −

∫ η

c
f(x, y) dy

∣∣∣∣∣
≤ ε

4M
(2M + 2M) = ε.

因此, 含參變數反常積分
∫ ω
c f(x, y)g(x, y) dy 在 E 上一致收斂.

準則 2.17 (含參變數反常積分之阿貝爾判別法) 設函數 f(x, y), g(x, y) 在 E × [c, ω) 上有定義, 其
中 E ⊆ R 是一個區間. 若 f, g 滿足:

(1)
∫ ω
c f(x, y) dy 在 E 上一致收斂;
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(2) 對任意固定的 x ∈ E, g(x, y) 是 y 的單調函數, 並且存在常數 M > 0, 對一切 x ∈ E 及 y ∈ [c, ω),
有 |g(x, y)| ≤ M ,

則含參變數反常積分
∫ ω
c f(x, y)g(x, y) dy 在 E 上一致收斂.

證明 對於 ω > t′ > t > c, 依定積分第二均值定理, 存在 η ∈ (t, t′) 使得∫ t′

t
f(x, y)g(x, y) dy = g(x, t)

∫ η

t
f(x, y) dy + g(x, t′)

∫ t′

η
f(x, y) dy.

由
∫ ω
c f(x, y) dy 在 E 上一致收斂, 對所有 ε > 0, 存在 t0 ∈ (c, ω), 當 t′ > t > t0 時, 對一切 x ∈ E, 有∣∣∣∣∣

∫ t′

t
f(x, y) dy

∣∣∣∣∣ < ε

2M
,

從而 ∣∣∣∣∣
∫ t′

t
f(x, y)g(x, y) dy

∣∣∣∣∣ < ε

2M

(
|g(x, t)|+ |g(x, t′)|

)
≤ ε.

因此, 含參變數反常積分
∫ ω
c f(x, y)g(x, y) dy 在 E 上一致收斂.

例 2.18 證明含參變數函數族

ft(x) =
1

t2

(
e

t
x − 1

)
sin t

x
(t ∈ (0, 1])

在 [a,+∞) (a > 0) 上當 t → 0+ 時一致收斂.

證明 對每個 x ∈ [a,+∞), 有

lim
t→0+

ft(x) = lim
t→0+

sin(t/x)
t/x

· et/x − 1

t/x
· 1

x2
=

1

x2
.

當 x ∈ [a,+∞) 且 t 很小時, 於 0 和 t/x 之間存在兩點 ξ, η, 滿足∣∣∣∣ 1t2 (e
t
x − 1

)
sin t

x
− 1

x2

∣∣∣∣ = 1

t2

∣∣∣∣(e
t
x − 1

)
sin t

x
− t2

x2

∣∣∣∣
=

1

t2

∣∣∣∣∣
(
t

x
+

eξt2
2x2

)(
t

x
− sin η · t2

2x2

)
− t2

x2

∣∣∣∣∣
=

1

t2

∣∣∣∣∣ t2x2 +

(
eξ − sin η

)
t3

2x3
− eξ · sin η · t4

4x4
− t2

x2

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
(
eξ − sin η

)
t

2x3
− eξ · sin η · t2

4x4

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∣ eξt
2x3

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣sin η · t

2x3

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣eξ · sin η · t2

4x4

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∣e1/at2x3

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣ t

2x3

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣e1/at24x4

∣∣∣∣∣ .
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因此, 我們有

sup
x≥a

∣∣∣∣ 1t2 (e
t
x − 1

)
sin t

x
− 1

x2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣e1/at2a3

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣ t

2a3

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣e1/at24a4

∣∣∣∣∣→ 0 (t → 0+),

即

lim
t→0+

sup
x≥a

∣∣∣∣ 1t2 (e
t
x − 1

)
sin t

x
− 1

x2

∣∣∣∣ = 0.

因此, ft(x) ⇒
t→0+

1/x2 (x ∈ [a,+∞)).

例 2.19 討論函數序列
fn(x) =

x

1 + n2x2
(n ∈ N)

在 R 上的一致收斂性.

解 對一切 x ∈ R, 顯然 limn→+∞ fn(x) = 0. 對每個固定的 n, 由於 fn(x) 是奇函數且 fn(x) ≥ 0

(x ≥ 0), 因此只需要計算 fn(x) 在 [0,+∞) 上的上確界. 解

f ′
n(x) =

1− n2x2

(1 + n2x2)2
= 0

得 x = ±1/n. 不難看出 f(0) = 0 及 limx→+∞ fn(x) = 0, 故 fn 在 1/n 取得最大值 1/2n. 由於

lim
n→+∞

sup
x∈R

|fn(x)− 0| = lim
n→+∞

1

2n
= 0,

因此, fn(x) ⇒ 0 (x ∈ R).

例 2.20 證明函數項級數
+∞∑
n=1

sinnx

2n

在 R 上一致收斂.

證明 對所有 m ∈ N 及 x ∈ R, 有 ∣∣∣∣sinnx

2n

∣∣∣∣ ≤ 1

2n
,

而且
∑+∞

n=1
1
2n = 1 收斂. 根據魏爾斯特拉斯判別法 (準則 2.12), 可知

∑+∞
n=1

sinnx
2n 在 R 上一致收斂.

例 2.21 證明函數項級數
+∞∑
n=1

(−1)n

n(n+ x)

在 [0,+∞) 上一致收斂.

證明 (證一: 狄利克雷判別法) 設 un(x) = (−1)n/n, vn(x) = 1/(n+ x), n ∈ N, x ∈ [0,+∞). 注意
到
∑+∞

n=1 un(x) 的部分和

Un(x) =
n∑

k=1

un(x) =
n∑

k=1

(−1)k

k
→ − ln 2 (n → +∞)
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收斂, 依極限的保序性可知部分和序列 {Un(x)} 有界. 又該邊界不依賴於 x, 因此 {Un(x)} 在 [0,+∞) 當
然一致有界. 另一方面, 對一切 x ∈ [0,+∞), vn(x) = 1/(n+ x) 關於 n 是單調遞減的, 並且

lim
n→+∞

sup
x≥0

|vn(x)− 0| = lim
n→+∞

sup
x≥0

∣∣∣∣ 1

n+ x

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

1

n
= 0,

即 vn(x) ⇒ 0 (x ∈ [0,+∞)). 因此,
∑+∞

n=1(−1)n/ (n(n+ x)) 在 [0,+∞) 上一致收斂.

證明 (證二: 阿貝爾判別法) 設 un(x) = (−1)n/n, vn(x) = 1/(n + x), n ∈ N, x ∈ [0,+∞).
因
∑+∞

n=1 un(x) =
∑+∞

n=1(−1)n/n 收斂且與 x 無關, 故在 [0,+∞) 上一致收斂. 另一方面, 對一切
x ∈ [0,+∞), vn(x) = 1/(n+ x) 關於 n 是單調遞減的, 並且對一切 x ∈ [0,+∞) 及 n ∈ N,

|vn(x)| =
∣∣∣∣ 1

n+ x

∣∣∣∣ ≤ 1

n
≤ 1,

即 {vn(x)} 在 [0,+∞) 上一致有界. 因此,
∑+∞

n=1(−1)n/ (n(n+ x)) 在 [0,+∞) 上一致收斂.

例 2.22 證明含參變數無窮積分 ∫ +∞

0

cosxy
1 + y2

dy

在 R 上一致收斂.

證明 因為對一切 x ∈ R, 均有 ∣∣∣∣ cosxy
1 + y2

∣∣∣∣ ≤ 1

1 + x2
,

並且無窮積分
∫ +∞
0

dy
1+y2

收斂, 所以依魏爾斯特拉斯判別法 (準則 2.15) 即得結論.

例 2.23 證明含參變數瑕積分 ∫ 1

0

yα sin 1
y

1 + x
dy (α ∈ (0, 1])

在 [0,+∞) 上一致收斂.

證明 (證一: 狄利克雷判別法) 令

f(x, y) = sin 1

y
, g(x, y) =

yα

1 + x
,

則 ∣∣∣∣∣
∫ 1

0
sin 1

y
dy
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ +∞

1

sinu

u2
du
∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

1

du
u2

= 1,

即含參變數瑕積分
∫ 1
0 f(x, y) dy 在 [0,+∞) 上一致有界. 另一方面, 對每個固定的 x ∈ [0,+∞), g(x, y)

是 y 的單調遞增函數, 且
sup
x≥0

g(x, y) = g(0, y) = yα → 0 (y → 0+),

故 g(x, y) ⇒
y→0+

0 (x ∈ [0,+∞)). 因此,
∫ 1
0 f(x, y)g(x, y) dy 在 [0,+∞) 上一致收斂.
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證明 (證二: 阿貝爾判別法) 令

f(x, y) = sin 1

y
, g(x, y) =

yα

1 + x
,

則 ∫ 1

0
f(x, y) dy =

∫ 1

0
sin 1

y
dy =

∫ +∞

1

sinu

u2
du,

上式右端絕對收斂, 故收斂. 又因為其收斂性不依賴於 x, 所以
∫ 1
0 f(x, y) dy 在 [0,+∞) 上一致收斂. 另

一方面, 對每個固定的 x ∈ [0,+∞), g(x, y) 是 y 的單調遞增函數 (因為 α > 0), 並且對一切 x ≥ 0 及
y ∈ (0, 1],

0 < g(x, y) ≤ 1

1 + x
≤ 1,

故 g(x, y) 在 [0,+∞) 上一致有界. 因此,
∫ 1
0 f(x, y)g(x, y) dy 在 [0,+∞) 上一致收斂.

3 一致收斂的函數族之極限函數的性質

定理 3.1 (極限函數的連續性) 設 {ft(x)}t∈T 為自 X 至 Y 的函數族, t0 是 T 的聚點. 若對一切
t ∈ T , ft(x) 在 X 上均為連續函數, 且 ft(x) ⇒

t→t0
f(x) (x ∈ X), 則 f(x) 在 X 上亦為連續函數.

證明 任取 x0 ∈ X, 對所有 ε > 0, 因 ft(x) ⇒
t→t0

f(x) (x ∈ X), 故存在 t0 的去心鄰域 B′
δ(t0), 當

t ∈ B′
δ(t0) 時, 對一切 x ∈ X, 有

|ft(x)− f(x)| < ε

3
.

取一點 t′ ∈ B′
δ(t0), 由 ft′(x) 在 x0 ∈ X 處連續, 可知存在 r > 0, 當 x ∈ Br(x0) ∩X 時, 有

|ft′(x)− ft′(x0)| <
ε

3
.

因此, 當 x ∈ Br(x0) ∩X 時, 有

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− ft′(x)|+ |ft′(x)− ft′(x0)|+ |ft′(x0)− f(x0)| < ε,

即 f 在 x0 處連續. 依 x0 ∈ X 的任意性, 可知 f 在 X 上連續.

註記 3.2 上述定理的敘述可用下列交換圖表示:

ft(x) f(x)

ft(x0) f(x0)

t→t0

x→x0
∃B′

r(x0)
x→x0

∃B′
δ(t0)

t→t0

系理 3.3 (一致收斂的函數項級數之和函數的連續性) 設
∑+∞

n=1 un(x) 為自 V 至 W 的函數項級數.
若對每個 n ∈ N, un(x) 在 V 上連續, 且

∑+∞
n=1 un(x) 在 V 上一致收斂, 則其和函數在 V 上連續.
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定理 3.4 (極限 ↔ 極限5) 設 {ft(x)}t∈T 為自 X \ {x0} 至完備空間 Y 的函數族, t0 是 T 的聚點, x0
是 X 的聚點. 若 ft(x) ⇒

t→t0
f(x) (x ∈ X), 而對於每個 t ∈ T , limx→x0 ft(x) = gt 存在, 則累次極限

lim
x→x0

(
lim
t→t0

ft(x)

)
和 lim

t→t0

(
lim
x→x0

ft(x)

)
皆存在且相等.

證明 給定 ε > 0, 因為 ft(x) ⇒
t→t0

f(x) (x ∈ X \ {x0}), 所以存在 t0 的去心鄰域 B′
δ(t0), 當

t′, t′′ ∈ B′
δ(t0) 時, 對一切 x ∈ X, 均有

|ft′(x)− ft′′(x)| <
ε

3
. (2)

於上述不等式中, 取極限 x → x0, 則對所有 t′, t′′ ∈ B′
δ(x0), 都有

|gt′ − gt′′ | ≤
ε

3
. (3)

由於 Y 是完備空間, 依函數極限存在的柯西準則, 極限 limt→t0 gt = L 存在. 斷言: L = limx→x0 f(x).
固定 t′′ ∈ T , 由 limx→x0 ft′′(x) = gt′′ , 存在 x0 的去心鄰域 B′

η(x0), 使得對一切 x ∈ X ∩B′
η(x0), 均

有

|ft′′(x)− gt′′ | <
ε

3
. (4)

固定著 t′′, 並在 (2) 和 (3) 中取極限 t′ → t0, 得

|f(x)− ft′′(x)| ≤
ε

3
, (5)

|L− gt′′ | ≤
ε

3
, (6)

並且不等式 (5) 對於一切 x ∈ X \ {x0} 皆成立. 綜合 (4)—(6), 則對一切 x ∈ X ∩B′
η(x0), 有

|f(x)− L| ≤ |f(x)− ft′′(x)|+ |ft′′(x)− gt′′ |+ |gt′′ − L| < ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

因此, limx→x0 f(x) = L.

註記 3.5 (1) 若上述定理額外要求極限 limt→t0 gt = L 存在, 則不需要假設空間 Y 是完備的, 仍可推
得 limx→x0 f(x) = L.

(2) 上述定理的敘述可用以下交換圖表示:

ft(x) f(x)

gt L

t→t0

x→x0 x→x0

t→t0

5我們亦可把此定理中的 ft(x) 看作 t 和 x 的雙變數函數, 即得到雙變數函數累次極限可交換的一個充分條件. 特別地, 將此定
理中的參數空間換成正整數集, 便得函數序列版本的累次極限可交換性.

18



其中, 虛線上方的是給定條件, 虛線下方的是定理結論.

系理 3.6 (極限 ↔ 級數) 設
∑+∞

n=1 un(x) 為自 V 至 W 的函數項級數, x0 ∈ V 是 V 的聚點. 若對每
個 n ∈ N, un(x) 在 V 上連續, 且

∑+∞
n=1 un(x) 在 V 上一致收斂, 則

lim
x→x0

+∞∑
n=1

un(x) =
+∞∑
n=1

lim
x→x0

un(x). (7)

注意 3.7 若系理 3.6 的 x0 不屬於 V , 則只要多滿足一個條件——對每個 n ∈ N, limx→x0 un(x) 都存在,
便仍可保證 (7) 成立.

註記 3.8 若在 X 上連續的函數族 {ft(x)}t∈T 當 t → t0 時在 x0 的某個鄰域內一致收斂於 f(x) (此時
也稱它在 x0 處局部一致收斂), 則 f(x) 在 x0 處連續.

定義 3.9 設函數族 {ft(x)}t∈T (相應地, 函數項級數
∑+∞

n=1 un(x)) 在空間 X (相應地, V ) 上有定義.
若對任意緊緻集 K ⊆ X (相應地, K ⊆ V ), {ft(x)}t∈T (相應地,

∑+∞
n=1 un(x)) 在 K 上一致收斂, 則稱

{ft(x)}t∈T (相應地,
∑+∞

n=1 un(x)) 在 X (相應地, V ) 內閉一致收斂.

註記 3.10 對於以開子集為定義域的函數來說, 內閉一致收斂等價於局部一致收斂. 因此,

(1) 若對所有 t ∈ T , 函數 ft(x) 在開集 X 上連續, 且在 X 內閉一致收斂於 f(x), 則 f(x) 在 X 上連
續.

(2) 若對每個 n ∈ N, 函數 un(x)在開集 V 上連續, 且
∑+∞

n=1 un(x)在 V 內閉一致收斂, 則
∑+∞

n=1 un(x)

的和函數在 V 上連續.

定理 3.11 (含參變數函數族的狄尼定理) 設 {ft(x)}t∈T 為自緊緻集 X 至 R 的函數族, T ⊆ R, t0 是
R 的聚點. 若

(1) 對所有 t ∈ T , ft(x) 在 X 上連續;

(2) 對一切 x ∈ X, limt→t0 ft(x) = f(x);

(3) 在 t0 的某一側 (t > t0 或 t < t0)6, 對一切 x ∈ X, ft(x) 關於 t 是單調函數,

則在該側, 當 t → t0 (t > t0 或 t < t0) 時, ft(x) 在 X 上一致收斂於 f(x).

證明 僅證明 ft(x) 在 t0 右側 (相應地, 左側) 是關於 t 的增函數的情形. 令 gt(x) = f(x) − ft(x), 則
gt(x) ≥ 0, 且在 t0 的右側 (相應地, 左側), 對一切 x ∈ X, gt(x) 是 t 的減函數, 並且

lim
t→t+0

gt(x) = 0

(
相應地, lim

t→t−0

gt(x) = 0

)
.

給定 ε > 0, 令

Ut = {x ∈ X | gt(x) < ε} = {x ∈ X | f(x)− ft(x) < ε}.
6如果 t0 = +∞ 或 t0 = −∞, 那麼當然也就只有一側.
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依 gt 的連續性, 對所有 t ∈ T , Ut 是 X 的開子集. 又由於 gt 是 t 的減函數, 若 t ≥ s > t0 (相應地,
s ≤ t < t0), 則 gs ≥ gt, 因此

x ∈ Us =⇒ gs(x) < ε =⇒ gt(x) ≤ gs(x) < ε =⇒ x ∈ Ut,

即 Us ⊆ Ut.
另一方面, 由於對一切 x ∈ X, limt→t0 gt(x) = 0, 於 t0 右側 (相應地, 左側) 存在充分靠近 t0 的 t, 使

得 gt(x) < ε, 因此 X ⊆
⋃

t∈T Ut. 由 X 的緊緻性, 存在 t1, . . . , tk ∈ T , X ⊆
⋃k

i=1 Uti . 根據 Ut 在 t0 右
側 (相應地, 左側) 關於 t 的單調性, 可令 t∗ = max{t1, . . . , tk}, 則有 X ⊆ Ut∗ , 即對一切 x ∈ X, 都有
gt∗(x) < ε.

現, 對 t0 右側 (相應地, 左側) 所有更大的 t, gt(x) ≤ gt∗(x) < ε, 因此在右側 (相應地, 左側) 存在 t0

的某個去心鄰域, 使得對該鄰域內所有 t, 都有

sup
x∈X

gt(x) < ε, 即 sup
x∈X

(f(x)− ft(x)) ≤ ε.

因此,
lim
t→t+0

(或 t→t−0 )

sup
x∈X

|f(x)− ft(x)| = 0,

即 ft(x) ⇒
t→t+0

(或 t→t−0 )

f(x) (x ∈ X)

系理 3.12 (函數序列的狄尼定理) 如果一個緊緻集上的的連續函數序列在該緊緻集上單調收斂於連續
函數, 那麼該序列一致收斂.

系理 3.13 (函數項級數的狄尼定理) 設函數項級數
∑+∞

n=1 un(x) 在緊緻集 K ⊂ V 上收斂, 其中對每
個 n ∈ N, un(x) 是 V 上的連續且非負的實函數. 若

∑+∞
n=1 un(x) 在 V 上連續, 則

∑+∞
n=1 un(x) 在 V 上

一致收斂.

定理 3.14 (極限 ↔ 積分 (I)) 設 {ft(x)}t∈T 為自閉區間 [a, b] 至 R 的含參變數函數族, t0 是 T 的聚
點. 若對所有 t ∈ T , ft(x) 在 [a, b] 上可積, 且 ft(x) ⇒

t→t0
f(x) (x ∈ [a, b]), 則極限函數 f(x) 在 [a, b] 上

也可積, 並且 ∫ b

a

(
lim
t→t0

ft(x)

)
dx =

∫ b

a
f(x) dx = lim

t→t0

∫ b

a
ft(x) dx.

證明 設 P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} 為 [a, b] 的劃分, 樣本點集為 Ξ = {ξ1, . . . , ξn},
考慮 S(P,Ξ, ft) =

∑n
i=1 ft(ξi)∆xi (t ∈ T ) 及 S(P,Ξ, f) =

∑n
i=1 f(ξi)∆xi. 對任何 ε > 0, 因為

ft(x) ⇒
t→t0

f(x) (t → t0), 所以存在 t0 的去心鄰域 B′
δ(t0), 當 t ∈ B′

δ(t0) 時, 對一切 x ∈ [a, b],

|f(x)− ft(x)| <
ε

b− a
.

因此, 當 t ∈ B′
δ(t0) 時,

|S(P,Ξ, f)− S(P,Ξ, ft)| =
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

(f(ξi)− ft(ξi))∆xi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

|f(ξi)− ft(ξi)|∆xi < ε,
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並且上述估計對於 [a, b] 的劃分集 P = {(P,Ξ)} 中的任何劃分 (P,Ξ) 均成立, 因此 S(P,Ξ, ft) ⇒
t→t0

S(P,Ξ, f) ((P,Ξ) ∈ P). 現, 令 ∥P∥ → 0, 則依定理 3.4, 有∫ b

a
f(x) dx = lim

∥P∥→0
S(P,Ξ, f) = lim

∥P∥→0
lim
t→t0

S(P,Ξ, ft) = lim
t→t0

lim
∥P∥→0

S(P,Ξ, ft) = lim
t→t0

∫ b

a
ft(x) dx.

註記 3.15 上述定理的敘述可用下列交換圖表示:
n∑

i=1

ft(ξi)∆xi =: S(P,Ξ, ft) S(P,Ξ, f) :=

n∑
i=1

f(ξi)∆xi

∫ b

a
ft(x) dx

∫ b

a
f(x) dx

t→t0

∥P∥→0 ∥P∥→0

∃B′
δ(t0)

t→t0

系理 3.16 (級數↔積分) 設 {un(x)}為由閉區間 [a, b] 上的可積函數組成的函數序列. 若
∑+∞

n=1 un(x)

在 [a, b] 上一致收斂, 則其和函數在 [a, b] 上也可積, 並且∫ b

a

(
+∞∑
n=1

un(x)

)
dx =

+∞∑
n=1

∫ b

a
un(x) dx.

註記 3.17 (1) 定理 3.14 及其系理可以推廣至黎曼-史蒂杰斯積分.

(2) 定理 3.14 及其系理中的函數也可以推廣至線性賦範空間之間的映射 ft : V → W , 其中 W 是完備
空間.

定理 3.18 (極限 ↔ 導數) 設 {ft(x)}t∈T 為自有界凸集 V 至空間 W 的函數族, t0 是 T 的聚點. 若
對所有 t ∈ T , ft(x) 在 V 上可導, 並且函數族 {f ′

t(x)}t∈T 當 t → t0 時一致收斂於某函數 φ, 且函數族
{ft(x)}t∈T 至少在一點 x0 ∈ V 處收斂, 則 {ft(x)}t∈T 在 X 上一致收斂於可導的函數 f , 並且 f ′ = φ.

證明 先作如下估計:

∥ft′(x)− ft′′(x)∥ ≤ ∥ (ft′(x)− ft′′(x))− (ft′(x0)− ft′′(x0)) ∥+ ∥ft′(x0)− ft′′(x0)∥

≤ sup
ξ∈x0,x

∥f ′
t′(ξ)− f ′′

t′′(ξ)∥∥x− x0∥+ ∥ft′(x0)− ft′′(x0)∥ = ∆(x, t′, t′′),

其中 x0, x := {(1− t)x0 + tx : 0 ≤ t ≤ 1}. 因為 {f ′
t(x)}t∈T 在 V 上當 t → t0 時一致收斂, 並且 ft(x0)

作為 t 的函數當 t → t0 時極限存在, 而 ∥x− x0∥ 當 x ∈ X 時是有界量 (因為 X 是有界集), 所以對所有
ε > 0, 存在 t0 的去心鄰域 B′

δ(t0), 當 t′, t′′ ∈ B′
δ(t0) 時, 對一切 x ∈ X, 均有 ∆(x, t′, t′′) < ε. 因此, 函

數族 {ft(x)}t∈T 也滿足柯西準則的條件, 從而當 t → t0 時一致收斂於某函數 f .
另一方面, 對於 x, x+ h ∈ X, t′, t′′ ∈ T ,

∥(ft′(x+ h)− ft′(x)− f ′
t′(x)h− (ft′′(x+ h)− ft′′(x)− f ′

t′′(x)h)∥

= ∥(ft′ − ft′′)(x+ h)− (ft′ − ft′′)(x)− (ft′ − ft′′)
′(x)h∥

≤ sup
0<θ<1

∥(ft′ − ft′′)
′(x+ θh)∥∥h∥+ ∥(ft′ − ft′′)

′(x)∥∥h∥

=

(
sup

0<θ<1

∥∥f ′
t′(x+ θh)− f ′

t′′(x+ θh)
∥∥+ ∥∥f ′

t′(x)− f ′
t′′(x)

∥∥) ∥h∥.
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依 {ft(x)}t∈T 當 t → t0 時在 X 上的一致收斂性, 若取固定的 x ∈ V 並考慮函數

Ft(h) =
ft(x+ h)− ft(x)− f ′

t(x)h

∥h∥

組成的函數族 {Ft(h)}t∈T , 則對所有 x+ h ∈ V 的 h, h ̸= 0, 該函數族當 t → t0 時一致收斂.
因為函數 ft(x) 在點 x ∈ V 處可導, 所以當 h → 0 時, Ft(h) → 0, 而由於當 t → t0 時, ft(x) → f(x),

f ′
t(x) → φ(x), 所以

lim
t→t0

Ft(h) = F (h) =
f(x+ h)− f(x)− φ(x)h

∥h∥
.

依定理 3.4, 有
lim
h→0

F (h) = lim
h→0

lim
t→t0

Ft(h) = lim
t→t0

lim
h→0

Ft(h) = lim
t→t0

0 = 0,

因此, 函數 f 在點 x ∈ V 處可導, 並且 f ′(x) = φ(x).

註記 3.19 上述定理的敘述可用下列圖表示:

ft(x+ h)− ft(x)− f ′
t(x)h

|h|
=: Ft(h) F (h) :=

f(x+ h)− f(x)− φ(x)h

|h|

0 0

t→t0

h→0 h→0

∃B′
δ(t0)

t→t0

系理 3.20 (級數 ↔ 導數) 設 {un}n∈N 為自有界凸集 V 至完備空間 W 的可導函數序列, 函數項級數∑+∞
n=1 un(x) 至少在一點 x0 ∈ V 收斂, 而

∑+∞
n=1 u

′
n(x) 在 V 上一致收斂, 則

∑+∞
n=1 un(x) 在 V 上一致

收斂, 其和在 X 上可導, 並且
d

dx

+∞∑
n=1

un(x) =
+∞∑
n=1

u′n(x).

系理 3.21 (冪級數的導數與積分) 若冪級數
∑+∞

n=0 cn(z − z0)
n 的收斂圓盤 D ⊆ C 不退化成單點集

{z0}, 則該級數的和 s(z) 在圓盤 D 內可導, 並且

s′(z) =
d
dz

+∞∑
n=0

cn(z − z0)
n =

+∞∑
n=1

ncn(z − z0)
n−1,

此式對於在區間 (z0 − R, z0 + R) 內收斂的實變數實值冪級數仍成立. 除此之外, 函數 s : D → C 在任何
一條逐段光滑道路 γ : [0, 1] → D 上可積. 若 z(0) = z0, z(1) = z, 則∫

γ
s(z) dz =

∫
γ

+∞∑
n=0

cn(z − z0)
n dz =

+∞∑
n=0

∫
γ
cn(z − z0)

n dz =
+∞∑
n=0

cn
n+ 1

(z − z0)
n+1.

註記 3.22 上述系理中, ∫
γ
s(z) dz =

∫ 1

0
s(z(θ))z′(θ) dθ.

特別地, 若在實軸上的區間 (x0 −R, x0 +R) 內, S(x) =
∑+∞

n=0 an(x− x0)
n, 則∫ x

x0

s(θ) dθ =
+∞∑
n=0

an
n+ 1

(x− x0)
n+1.
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證明 因為 limn→+∞
n−1
√
n|cn| = limn→+∞, 所以依柯西-阿達馬公式 R =

(
limn→+∞

n
√

|cn|
)−1

, 透過

逐項求導運算從冪級數
∑+∞

n=0 cn(z − z0)
n 得到的冪級數

∑+∞
n=1 ncn(z − z0)

n−1, 其收斂圓盤與原冪級數
的收斂圓盤相同, 並且冪級數

∑+∞
n=1 ncn(z − z0)

n−1 在 D 內的任何一個閉圓盤 K 上一致收斂. 因為系理
3.20 現在亦適用於此級數, 故得

d
dz

+∞∑
n=0

cn(z − z0)
n =

+∞∑
n=1

ncn(z − z0)
n−1.

如果 γ : [0, 1] → D 是逐段光滑道路, 那麼存在圓盤 K ⊂ D 使 γ([0, 1]) ⊂ K. 因為冪級數∑+∞
n=0 cn(z − z0)

n 在 K 上一致收斂, 所以在等式

s(z(θ)) =
+∞∑
n=0

cn(z(θ)− z0)
n

中, 右邊的由閉區間 [0, 1] 上的連續函數組成的函數項級數在該區間上一致收斂於連續函數 s(z(θ)). 用閉
區間 [0, 1] 上的連續函數 z′(θ) 與該等式相乘, 不會破壞該等式本身及該函數項級數的一致收斂性, 故依系
理 3.16, 得 ∫ 1

0
s(z(θ))z′(θ) dθ =

+∞∑
n=0

∫ 1

0
cn(z(θ)− z0)

nz(θ) dθ,

計算右式的積分即得結論.

我們不加證明地補充下列兩個結論:

定理 3.23 (極限 ↔ 積分 (II)) 設 {ft(x)}t∈T 為自閉區間 [a, b] 至 R 的含參變數函數族, t0 是 T 的聚
點. 若

(1) 對所有 t ∈ T , ft(x) 在 [a, b] 上黎曼可積;

(2) 當 t → t0 時, ft(x) 在 [a, b] 上點態收斂於 f(x);

(3) f 在 [a, b] 上黎曼可積;

(4) {ft(x)}t∈T 在 [a, b] 上一致有界,

則有

lim
t→t0

∫ b

a
ft(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a

(
lim
t→t0

ft(x)

)
dx.

系理 3.24 (極限 ↔ 積分 (III)) 設 {ft(x)}t∈T 為自閉區間 [a, b] 至 R 的含參變數函數族, T ⊆ R 是一
個區間, t0 是 T 的聚點. 若

(1) 對所有 t ∈ T , ft(x) 在 [a, b] 上黎曼可積;

(2) 當 t → t0 時, ft(x) 在 [a, b] 上點態收斂於 f(x);

(3) f 在 [a, b] 上黎曼可積;

(4) 在 t0 的某一側, 固定 x ∈ [a, b], ft(x) 是關於 t 的單調增函數,
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則有

lim
t→t0

∫ b

a
ft(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a

(
lim
t→t0

ft(x)

)
dx.

定理 3.25 (極限函數的連續性) 設函數 f(x, y) 在 E × [c, ω) 上有定義, 其中 E ⊂ R 是一個區間. 若
f(x, y) 在 E × [c, ω) 上連續, 且含參變數反常積分

∫ ω
c f(x, y) dy 在 E 上一致收斂於函數 F (x), 則 F (x)

在 E 上連續.

證明 對所有 t ∈ (c, ω), 令 Ft(x) =
∫ t
c f(x, y) dx, 則 Ft(x) 在 E 上連續, 並且當 t → ω 時, Ft(x) ⇒

F (x) (x ∈ E). 依定理 3.1, 可知 F (x) 在 E 上連續.

定理 3.26 (極限 ↔ 反常積分) 設 f(x, y) 在 E × [c, ω) 上有定義, x0 ∈ E 是 E 的聚點. 若對所
有 d ∈ (c, ω), 當 x → x0 時, f(x, y) ⇒ φ(y) (y ∈ [c, d]), 並且

∫ ω
c f(x, y) dy 在 E 上一致收斂, 則∫ ω

a φ(y) dy 收斂, 並且

lim
x→x0

∫ ω

a
f(x, y) dy =

∫ ω

a
φ(y) dy =

∫ ω

a

(
lim
x→x0

f(x, y)

)
dy.

證明 對所有 d ∈ (c, ω), 定義 Fd(x) =
∫ d
c f(x, y) dy. 因為 f(x, y) ⇒

x→x0

φ(y) (y ∈ (c, d)), 所以依定理

3.14, 有

lim
x→x0

Fd(x) = lim
x→x0

∫ d

c
f(x, y) dy =

∫ d

c

(
lim
x→x0

f(x, y)

)
dy =

∫ d

c
φ(y) dy.

又因
∫ ω
c f(x, y) dy 在 E 上一致收斂, 故

lim
d→ω

Fd(y) = lim
d→ω

∫ d

c
f(x, y) dy =

∫ ω

c
f(x, y) dy.

再依定理 3.4, 得
∫ ω
c φ(y) dy = limd→ω

∫ d
c φ(y) dy 收斂, 且

lim
x→x0

∫ ω

c
f(x, y) dy = lim

x→x0

lim
d→ω

∫ d

c
f(x, y) dy = lim

d→ω
lim
x→x0

∫ d

c
f(x, y) dy

= lim
d→ω

∫ d

c
φ(y) dy =

∫ ω

c
φ(y) dy.

系理 3.27 上述定理的集合 E 沒有要求要是一個區間, 所以對於 E = N ⊂ R 仍成立, 即該定理亦適用
於函數序列.

系理 3.28 設對於 x ∈ E ⊂ R, 實函數 f(x, y) 在區間 [c, ω) 上非負且連續. 若

(1) 固定 y, 函數 f(x, y) 是 x 的單調遞增函數, 且在 [c, ω) 上趨近於函數 φ(y);

(2) φ 在 [c, ω) 上連續;

(3)
∫ ω
c φ(y) dy 收斂,

那麼

lim
x→x0

∫ ω

a
f(x, y) dy =

∫ ω

a
φ(y) dy =

∫ ω

a

(
lim
x→x0

f(x, y)

)
dy.
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證明 依狄尼定理 (定理 3.11) 可知, 在每一個區間 [c, d] ⊂ [c, ω) 上, 均有 f(x, y) ⇒
d→ω

φ(y). 從不等式

0 ≤ f(x, y) ≤ φ(y) 和魏爾斯特拉斯判別法可以推得 f(x, y) 在 [c, ω) 上關於 x 一致收斂, 因此定理 3.26
的兩個條件均成立, 故得結論.

定理 3.29 (導數 ↔ 反常積分) 若

(1) 函數 f(x, y), ∂
∂xf(x, y) 在 [a, b]× [c, ω) 上連續;

(2) 積分 Φ(x) =
∫ ω
c

∂
∂xf(x, y) dy 在 [a, b] 上一致收斂;

(3) 積分 F (x) =
∫ ω
c f(x, y) dy 至少在一點 x0 ∈ [a, b] 處收斂,

則積分 F (x) 在 [a, b] 上一致收斂, 同時 F (x) 可導, 且有

d
dxF (x) =

∫ ω

c

∂

∂x
f(x, y) dy.

證明 依條件 (1), 對任意 d ∈ [c, ω), 函數

Fd(x) =

∫ d

c
f(x, y) dy

在區間 [a, b] 上有定義且可導. 依萊布尼茲公式, 有

d
dxFd(x) =

d
dx

∫ d

c
f(x, y) dy =

∫ d

c

∂

∂x
f(x, y) dy.

依條件 (2), F ′
d(x) ⇒

d→ω
Φ(x) (x ∈ [a, b]). 依條件 (3), 當 d → ω 時, Fd(y0) 極限存在. 因此, 依定理 3.18,

Fd(x) ⇒
d→ω

F (x) (x ∈ [a, b]), 並且 F 在 [a, b] 上可導, 及 F ′(x) = Φ(x).

定理 3.30 (含參變數反常積分的狄尼定理) 設函數 f(x, y) 在 [a, b]× [c, ω) 上連續且不變號, 再設對
所有 x ∈ [a, b], F (x) =

∫ ω
c f(x, y) dy 收斂, 且 F (x) 在 [a, b] 上連續, 則 F (x) 在 [a, b] 上一致收斂.

證明 設對所有 (x, y) ∈ [a, b]× [c, ω), f(x, y) ≥ 0. 對於 d ∈ [c, ω), 令

Fd(x) =

∫ d

c
f(x, y) dy,

則對所有 x ∈ [a, b], {Fd(x)}d∈[c,ω) 是關於 d 單調遞增的函數族, 且

lim
d→ω

Fd(x) = F (x).

因此, 依含參變數函數族的狄尼定理 (定理 3.11), 可知 Fd(x) 當 d → ω 時在 [a, b] 上一致收斂於 F (x).

定理 3.31 (積分 ↔ 反常積分) 設函數 f(x, y) 在 [a, b] × [c, ω) 上連續, 且含參變數反常積分
F (x) =

∫ ω
c f(x, y) dy 在 [a, b] 上一致收斂, 則函數 F 在 [a, b] 上可積, 且∫ b

a

∫ ω

c
f(x, y) dy dx =

∫ ω

c

∫ b

a
f(x, y) dx dy.
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證明 對於 d ∈ [c, ω), 依條件 (1) 及含參變數常義積分的積分交換性 ??, 可得∫ b

a

∫ d

c
f(x, y) dy dx =

∫ d

c

∫ b

a
f(x, y) dx dy.

依條件 (2) 及定理 3.14, 於上式兩端取極限 d → ω, 得∫ b

a

∫ ω

c
f(x, y) dy dx =

∫ b

a
lim
d→ω

∫ d

c
f(x, y) dy dx = lim

d→ω

∫ b

a

∫ d

c
f(x, y) dy dx

= lim
d→ω

∫ d

c

∫ b

a
f(x, y) dx dy =

∫ ω

c

∫ b

a
f(x, y) dx dy.

系理 3.32 若

(1) 函數 f(x, y) 在 [a, b]× [c, ω) 上連續且非負;

(2) 積分 F (x) =
∫ ω
c f(x, y) dy 在 [a, b] 上連續,

則 ∫ b

a

∫ ω

c
f(x, y) dy dx =

∫ ω

c

∫ b

a
f(x, y) dx dy.

證明 從 f(x, y) 的連續性可推出, 對任意 d ∈ [c, ω), 積分 Fd(x) =
∫ d
c f(x, y) dy 在區間 [a, b] 上是連續

函數. 再從 f(x, y) 的非負性可推出, 當 d1 ≤ d2 時, Fd1(x) ≤ Fd2(x). 依條件 (2) 及狄尼定理, 當 d → ω

時, Fd(x) ⇒ F (x) (x ∈ [a, b]). 於是, 定理 3.31 的條件成立, 故得結論.

定理 3.33 (反常積分 ↔ 反常積分) 若

(1) 函數 f(x, y) 在 [a, ω′)× [c, ω) 上連續;

(2) 積分 F (x) =
∫ ω
c f(x, y) dy 在任何閉區間 [a, b] ⊂ [a, ω′) 上一致收斂;

(3) 積分 Φ(y) =
∫ ω′

a f(x, y) dx 在任何閉區間 [c, d] ⊂ [c, ω) 上一致收斂;

(4) 兩累次積分 ∫ ω′

a

∫ ω

c
|f(x, y)| dy dx,

∫ ω

c

∫ ω′

a
|f(x, y)| dx dy

至少存在一者,

則有 ∫ ω′

a

∫ ω

c
f(x, y) dy dx =

∫ ω

c

∫ ω′

a
f(x, y) dx dy.

證明 不妨設條件 (4) 中的第一個累次積分存在. 依首兩個條件及定理 3.31 可知, 對所有 b ∈ [a, ω′), 有∫ b

a

∫ ω

c
f(x, y) dy dx =

∫ ω

c

∫ b

a
f(x, y) dx dy.

令

Φb(y) =

∫ b

a
f(x, y) dx.
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對任意固定的 b ∈ [a, ω′), 函數 Φb 在 [c, ω) 上有定義, 而依 f 的連續性, 函數 Φb 在 [c, ω) 上連續. 再依
條件 (3), 當 b → ω′ 時, 在任何區間 [c, d] ⊂ [c, ω) 上, Φb(y) ⇒ Φ(y). 又因為

|Φb(y)| ≤
∫ ω′

a
|f(x, y)| dx := G(y),

而反常積分
∫ ω
c G(y) dy 收斂, 所以依含參變數反常積分的魏爾斯特拉斯判別法, 可知

∫ ω
c Φb(y) dy 關於 b

一致收斂. 於是, 定理 3.14 的條件成立, 從而

lim
b→ω′

∫ ω

c
Φb(y) dy =

∫ ω

c
Φ(y) dy.

系理 3.34 若

(1) 函數 f(x, y) 在 [a, ω′)× [c, ω) 上連續且非負;

(2) 積分

F (x) =

∫ ω

c
f(x, y) dy, Φ(y) =

∫ ω′

a
f(x, y) dx

分別在 [a, ω′), [c, ω) 上連續;

(3) 兩個累次積分 ∫ ω′

a

∫ ω

c
f(x, y) dy dx,

∫ ω

c

∫ ω′

a
f(x, y) dx dy

至少存在一者,

則另一個累次積分亦存在, 並且它們相等.

證明 與系理 3.32 的證明一樣, 可從條件 (1),(2),(3) 及狄尼定理確定定理 3.33 的條件 (2),(3) 成立. 又
由 f 的非負性可知, 條件 (4) 與定理 3.33 的條件 (4) 相同. 於是, 定理 3.33 的所有條件均成立, 故得結
論.

例 3.35 (極限函數不連續) 函數序列 fn(x) = xn (n ∈ N) 在 (−1, 1] 上點態收斂於函數

f(x) =

0, |x| < 1,

1, x = 1.

注意到對每個 n ∈ N, fn 在 (−1, 1] 上皆連續, 但極限函數 f 在 x = 1 處不連續, 因此 fn 在 (−1, 1] 上不
一致收斂於 f .

例 3.36 (極限函數連續) 因為

lim
n→+∞

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣x
n
− 0
∣∣∣ = lim

n→+∞

1

n
= 0,

所以函數序列 fn(x) = x/n (n ∈ N) 在 [−1, 1] 上一致收斂於 f(x) = 0, 並且 f 是 [−1, 1] 上的連續函數.
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例 3.37 (極限與積分不可換) 設

ft(x) =


x
t2
, x ∈

[
0, t

2

]
,

− 1
t2
(x− t), x ∈

[
t
2 , t
]
,

0, x ∈ [t, 1],

注意到當 t → 0+ 時, 函數族 {ft(x)}t∈(0,1] 在 [0, 1] 上點態收斂於 0. 而

lim
t→0+

∫ 1

0
ft(x) dx = lim

t→0+

1

2
· t · 1

2t
=

1

4
,

但 ∫ 1

0
lim
t→0+

ft(x) dx =

∫ 1

0
0dx = 0.

因此, 函數族 {ft(x)}t∈(0,1] 當 t → 0+ 時不一致收斂於 0.

例 3.38 (極限與積分可換) 考慮

I =

∫ 1

0

+∞∑
n=1

x

n(n+ x)
dx,

因為對一切 x ∈ [0, 1] 及 n ∈ N, 有
0 ≤ x

n(n+ x)
≤ 1

n2
,

且
∑+∞

n=1 1/n
2 收斂, 所以依魏爾斯特拉斯判別法, 可知函數項級數

∑+∞
n=1 x/[n(n+ x)] 在 [0, 1] 上一致收

斂, 從而可逐項積分, 印次

I =
+∞∑
n=1

∫ 1

0

x

n(n+ x)
dx =

+∞∑
n=1

∫ 1

0

(
1

n
− 1

n+ x

)
dx

=
+∞∑
n=1

(
1

n
− ln(1 + n) + lnn

)
= lim

n→+∞

(
n∑

k=1

1

k
− ln(1 + n)

)
= γ (歐拉常數).

例 3.39 (極限與導數不可換) 考慮定義在 R 上的含參變數函數族 {ft(x)}t∈(0,+∞), 其中

ft(x) =
√
t sin x

t
.

對一切 x ∈ R, 當 t → 0+ 時, ft(x) 是無窮小量與有界量之積, 故收斂於 f(x) ≡ 0. 但對於 t ∈ (0,+∞),
有

f ′
t(x) =

1√
t

cos x
t
,

容易看出在許多 x 處, f ′
t(x) 當 t → 0+ 時不收斂, 也因此 {f ′

t(x)}t∈(0,+∞) 不收斂於 f ′(x) ≡ 0.

例 3.40 (極限與導數不可換) 考慮含參變數函數族

ft(x) =
2x

π
tan−1 tx (t ∈ R),
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顯然對一切 x ∈ R, 均有
lim

t→+∞
ft(x) = |x| := f(x).

而對所有 t ∈ R, 有
f ′
t(x) =

2

π
tan−1 tx+

2tx

π (1 + t2x2)
.

不難看出 {f ′
t(x)}t∈R 當 t → +∞ 時在 R 上收斂, 但 f(x) 在 x = 0 處不可導.

例 3.41 (極限與導數可換) 證明函數

ζ(x) =

+∞∑
n=1

1

nx

在 (1,+∞) 上無窮次可導.

證明 任取 δ0 > 0, 已知 ζ 在 (1 + δ0,+∞) 上一致收斂. 由於

d
dx

(
1

nx

)
= − lnn

nx
∈ C 0(0,+∞),

並且對一切 x ∈ (1 + δ0,+∞), 有 ∣∣∣∣− lnn

nx

∣∣∣∣ < lnn

n1+δ0
.

又
+∞∑
n=1

lnn

n1+δ0

收斂, 故依魏爾斯特拉斯判別法, 可知
∑+∞

n=1(− lnn)/nx 在 (1 + δ0,+∞) 上一致收斂, 也因此 ζ ∈
C 1(1 + δ0,+∞), 且

ζ ′(x) =
+∞∑
n=1

− lnn

nx
.

由於 ζ ′ 逐項求導後得到的
∑+∞

n=1

(
ln2 n

)
/nx 在 (1 + δ0,+∞) 上一致收斂, 因此 ζ ∈ C 2(1 + δ0,+∞).

反覆此操作, 可知 ζ 在 (1 + δ0,+∞) 上具有任意皆導數. 再依 δ0 的任意性可知 ζ ∈ C∞(1 +∞).

例 3.42 (處處連續但處處不可導的函數) (1) (范·德·瓦爾登) 記函數 f̃ :
[
−1

2 ,
1
2

]
→ R, f̃(x) = |x|,

然後將 f̃ 以 1 為週期延拓到 R 上並記作 f , 則和函數

+∞∑
n=1

f(4nx)

4n

的和函數在 R 上連續, 但在 R 內處處不可導.

(2) (魏爾斯特拉斯) 構造

f(x) =

+∞∑
n=0

an cos (bnπx) ,

其中 0 < a < 1, b 為正奇數, 並且

ab > 1 +
3

2
π,

那麼 f 在 R 上處處連續且處處不可導.
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例 3.43 應用含參變數積分理論, 計算狄利克雷積分∫ +∞

0

sinx

x
dx.

解 設

I(α) =

∫ +∞

0
e−αx sinx

x
dx,

• 由於反常積分
∫ +∞
0

sinx
x dx 收斂, 從而它關於 α 一致收斂.

• 又 e−αx 對一切 α ∈ (0,+∞) 關於 x 單調遞減, 且對所有 α ∈ (0,+∞) 及 x ∈ [0,+∞), 有
|e−αx| ≤ 1.

依阿貝爾判別法, 可知
∫ +∞
0 e−αx sinx

x dx 關於 α ∈ (0,+∞) 一致收斂. 又因為對所有 α ∈ (0,+∞),

∂

∂α

(
e−αx sinx

x

)
= −e−αx sinx,

且對 α0 > 0,
∫ +∞
0 −e−αx sinx dx 在 [α0,+∞) 上一致收斂, 從而對一切 α ∈ (0,+∞), 有

I ′(α) = −
∫ +∞

0
e−αx sinx dx = e−αx cosx

∣∣∣x→+∞

x=0
+ α

∫ +∞

0
e−αx cosx dx

= −1 + αe−αx sinx
∣∣∣x→+∞

x=0
+ α2

∫ +∞

0
e−αx sinx dx = −1− α2 · I(α),

即
I ′(α) = − 1

1 + α2
,

於是

I(α) = −
∫ dα

1 + α2
= − tan−1 α+ C,

其中 C 為常數. 由於對一切 α > 0, 有

|I(α)| =
∣∣∣∣∫ +∞

0
e−αx sinx

x
dx
∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

0
e−αx dx =

1

α
,

因此
0 = lim

α→+∞
I(α) = lim

α→+∞

(
− tan−1 α+ C

)
= −π

2
+ C,

從而 C = π/2. 又注意到 I(α) 於 α = 0 處右連續, 因此有

π

2
= lim

α→0+
I(α) =

∫ +∞

0
lim

α→0+
e−αx sinx

x
dx =

∫ +∞

0

sinx

x
dx.

附錄: 其它極限過程的交換

若天賜良緣, 他日將補完這個部分!
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